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Référentiels inertiels
Introduction

On représente |'espace-temps par un espace topologique U.
Chaque élément de U s'appelle un événement.

La ligne d'univers d’une particule est I'ensemble des événements
qui correspondent & I'histoire de cette particule.

Un observateur décrit les phénoménes physiques qui ont lieu dans U/

a I'aide d’un référentiel (solide et horloge liés a I'observateur) qui permet
d'associer a chaque événement un élément (x,y, z, t) de R*

(trois coordonnées d’espace x, y, z et une coordonnée de temps t).

Chaque référentiel R définit ainsi un homéomorphisme ¢ : I/ — R*
qu’on appelera la carte de U associée a R.
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Référentiels inertiels
Introduction

Etant donné des réferentiels R et S dont on note respectivement ¢ et 1)
les cartes de U associées, 'application f: R* — R* définie par

f =1 opest un homéomorphisme qu'on appellera le changement
de cartes de R vers S.
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Référentiels inertiels
Introduction

Etant donné des réferentiels R et S dont on note respectivement ¢ et 1)
les cartes de U associées, 'application f: R* — R* définie par

f =1 opest un homéomorphisme qu'on appellera le changement

de cartes de R vers S.

Afin de respecter une certaine cohérence physique, il doit satisfaire aux
deux principes suivants :

@ Principe de non-ubiquité :
pour tous qi, g2, g5 € R et to, t], t) € R vérifiant

f(q1,t0) = (qg, t7) et f(g2, o) = (gp. t5). ona g1 = g2 .

@ Principe de causalité :
pour tous g1, g2, 4}, qb € R3et t1, to, t], th € R vérifiant

f(q1,t1) = (g1, t1), f(go. t2) = (gh, th) et t1 < tr,ona t] <t} .
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Référentiels inertiels
Introduction

Définition

On dit qu'un référentiel R est inertiel (ou galiléen) lorsqu'il vérifie

le principe d'inertie (premiére loi de Newton) : toute particule soumise
a des forces dont la résultante dans R est nulle est animée dans R
d’un mouvement rectiligne et uniforme (le repos dans R étant un cas
particulier d'un tel mouvement).

Autrement dit, un référentiel R est inertiel lorsque la carte ¢ de U

qui lui est associée transforme la ligne d'univers d'une particule soumise
a des forces dont les expressions dans ¢ ont une somme nulle

en une droite affine de R* qui n’est pas paralléle 3 R3x{0}.

On dira alors que ¢ est une carte inertielle de U.

Postulat : il existe des référentiels inertiels.
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Référentiels inertiels
Transformations inertielles

Définition

On dit qu’'une application f : R* — R* est une transformation inertielle
lorsqu’il existe des référentiels inertiels R et S tels que f
soit le changement de cartes de R vers S.
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© Rappels historiques
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Rappels historiques
Principe de relativité galiléenne

Principe de relativité galiléenne (Galilée, 1632 / Newton, 1687) :
I'espace et le temps sont absolus; de plus, les lois de la mécanique classique

s'écrivent de la méme facon dans toutes les cartes inertielles de U/ .
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Rappels historiques
Principe de relativité galiléenne

Principe de relativité galiléenne (Galilée, 1632 / Newton, 1687) :
I'espace et le temps sont absolus; de plus, les lois de la mécanique classique

s'écrivent de la méme facon dans toutes les cartes inertielles de U/ .

En d'autres termes, pour toutes cartes inertielles ¢ et 1) de U, |'expression
dans ¢ des lois de la mécanique classique est invariante par la transformation
inertielle f = o™

Par ailleurs, pour tous g1, q»,q;,q5 € R¥et t;,tr,t],t) €R

vérifiant f(q1,t1) = (g1, t1) et f(qa, t2) = (gh, th), onath—t] =th — 11
(invariance des durées par f).

En outre, si ||-|| désigne la norme euclidienne usuelle sur R® et si I'égalité t, = ¢
est vérifiée (simultanéité dans ¢ [donc dans ¢]), alors on a ||g5 — q1]| = |lg2 — a1 |
(invariance des distances spatiales par f).

Une transformation inertielle qui vérifie ces trois points
s’appelle une transformation de Galilée.
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Rappels historiques
Transformations de Galilée

Théoréeme (Mazur & Ulam, 1932)

Etant donné des espaces vectoriels normés réels (E, ||-||z) et (E, ||-|f).
toute application bijective h : E — F qui conserve les distances
(i.e. |[h(x) — h(y)||r = ||Ix — y|lz pour tous x,y € E) est affine.
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Rappels historiques
Transformations de Galilée

Théoréeme (Mazur & Ulam, 1932)

Etant donné des espaces vectoriels normés réels (E, ||-||z) et (E, ||-|f).
toute application bijective h : E — F qui conserve les distances
(i.e. |[h(x) — h(y)||r = ||Ix — y|lz pour tous x,y € E) est affine.

Conséquence

Une application f : R* — R* est une transformation de Galilée
si, et seulement si, il existe A € O(R®) ainsi que V,qy € R¥ et ty € R

vérifiant f(q,t) = (A-q—tV+qo, t+ty) pourtousqc R¥ettcR.
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Rappels historiques

Equations de Maxwell & vitesse de la lumiére

Cependant, vers la fin du XIXe siécle, le principe de relativité galiléenne
commencait a prendre I'eau avec le développement de I'électromagnétisme
et de 'optique.
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Rappels historiques
Equations de Maxwell & vitesse de la lumiére

Cependant, vers la fin du XIXe siécle, le principe de relativité galiléenne
commencait a prendre I'eau avec le développement de I'électromagnétisme
et de 'optique.

@ Tout d'abord, les quatre équations (div(E) = p/zo, div(B) = 0, rot(E) = —0B/ot
et rot(B) = po(J + 00E/Ot) avec poso = 1/c?) établies en 1864 par James Maxwell
(1831-1879) pour unifier I'électricité, le magnétisme et I'optique (il montre que
la lumiére est aussi une onde électromagnétique) ne sont pas invariantes par
une transformation de Galilée comme I'a constaté, entre autres, Hendrik Lorentz
(1853-1928) qui, dés lors, a essayé de trouver une nouvelle transformation.
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Rappels historiques
Equations de Maxwell & vitesse de la lumiére

Cependant, vers la fin du XIXe siécle, le principe de relativité galiléenne
commencait a prendre I'eau avec le développement de I'électromagnétisme
et de 'optique.

@ Tout d'abord, les quatre équations (div(E) = p/zo, div(B) = 0, rot(E) = —0B/ot
et rot(B) = po(J + 00E/Ot) avec poso = 1/c?) établies en 1864 par James Maxwell
(1831-1879) pour unifier I'électricité, le magnétisme et I'optique (il montre que
la lumiére est aussi une onde électromagnétique) ne sont pas invariantes par
une transformation de Galilée comme I'a constaté, entre autres, Hendrik Lorentz
(1853-1928) qui, dés lors, a essayé de trouver une nouvelle transformation.

@ Par ailleurs, I'expérience d’'Albert Michelson (1852-1931) en 1881 suivie de celle,
historique, en 1887 avec son collégue Edward Morley (1838-1923) pour tenter
de prouver I'existence de I'éther luminifére (milieu élastique diffusant la lumiére
considérée comme une onde) contribuérent & montrer que la vitesse de la lumiére
est une constante indépendante du mouvement de sa source, mettant en défaut
la loi d"addition des vitesses de la relativité galiléenne.
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Rappels historiques
Principe de relativité restreinte

Principe de relativité restreinte (Poincaré, 1905 / Einstein, 1905) :
les lois de la physique sans la gravitation s'écrivent de la méme facon

dans toutes les cartes inertielles de U et la vitesse de la lumiére dans le vide
est la m&me dans toutes les cartes inertielles de U/ .
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Rappels historiques

Principe de relativité restreinte

Principe de relativité restreinte (Poincaré, 1905 / Einstein, 1905) :
les lois de la physique sans la gravitation s'écrivent de la méme facon

dans toutes les cartes inertielles de U et la vitesse de la lumiére dans le vide
est la m&me dans toutes les cartes inertielles de U/ .

En d'autres termes, pour toutes cartes inertielles ¢ et i de U, |'expression dans ¢
des lois de la physique sans la gravitation est invariante par la transformation
inertielle f = o™

De plus, si ||-|| désigne la norme euclidienne usuelle sur R® et si c est la vitesse
de la lumiére dans ¢, alors pour tous qi, q2, g}, gy € R¥et t1, 15, 1], t) € R
vérifiant f(q1, t1) = (q1, t1), f(q2, t2) = (g5, t}) et ||g2 — q1|| = c|t2 — t1]
onal||gy — qi|| = c|ty — t;| (c est aussi la vitesse de la lumiére dans v)).

Une transformation inertielle qui vérifie ces deux points
s'appelle une transformation de Poincaré.
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Rappels historiques
Principe de relativité restreinte

Remarque : I'indépendance de la vitesse de la lumiére dans le vide

par rapport aux cartes inertielles de U est le postulat qui a été formulé
par Albert Einstein (1879-1955) en 1905 dans son célébre article

Zur Elektrodynamik bewegter Kérper (Sur I'électrodynamique des corps
en mouvement), alors qu'Henri Poincaré (1854-1912) avait choisi

comme postulat un mois auparavant dans son article Sur la dynamique
de I'électron I'invariance des équations de Maxwell par les transformations
inertielles, ces deux postulats étant équivalents.
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Rappels historiques
Principe de relativité restreinte

Une transformation de Poincaré qui fixe (0, 0)
s'appelle une transformation de Lorentz.

Le cone isotrope (appelé le cone de lumiére) de la forme quadratique Q
sur R* (appelée la forme de Minkowski) définie par

Q(x,y,z,t) = x>+ y?>+ 22— c?t? est donc invariant

par les transformations de Lorentz.

P. Verovic Principe de relativité restreinte



Rappels historiques
Principe de relativité restreinte

Une transformation de Poincaré qui fixe (0, 0)
s'appelle une transformation de Lorentz.

Le cone isotrope (appelé le cone de lumiére) de la forme quadratique Q
sur R* (appelée la forme de Minkowski) définie par

Q(x,y,z,t) = x>+ y?>+ 22— c?t? est donc invariant

par les transformations de Lorentz.

Etant donné une droite vectorielle A de R3 une transformation de Lorentz f
qui vérifie f(AxR) C AxR et f({g} xR) C {q} xR pour tout g € A-C R®
s'appelle un boost de Lorentz associé a A.
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Rappels historiques

Principe de relativité restreinte

Dans leurs articles de 1905, Einstein aussi bien que Poincaré déterminent
a partir de leurs postulats et de facon indépendante |'expression que doivent
avoir les boosts de Lorentz.

En introduisant la fonction ~ : |—c, c[ — R (appelée le facteur de Lorentz)

. -1/2 .
définie par (v) = <1 - v2/c2) , ils trouvent le résultat suivant.

Proposition

Etant donné un vecteur unitaire U € R®, une application f : R* — R*
est un boost de Lorentz associé a la droite vectorielle A :== RU de R3
si, et seulement si, il existe un nombre v € R tel qu’on ait

f(a,6) = (a+ {1(v) = 1M, U)U =4 (Vv U, A}t~ (q,vU)/e?})

pour tous g € R¥et t € R.
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Rappels historiques

Principe de relativité restreinte

Néanmoins, I'un comme ['autre supposent a priori que f est linéaire
pour faire leurs calculs sans clairement justifier ce point important...
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Rappels historiques
Principe de relativité restreinte

Néanmoins, I'un comme ['autre supposent a priori que f est linéaire
pour faire leurs calculs sans clairement justifier ce point important...

Ainsi, Einstein dit : « Zunichst ist klar, dass die Gleichungen linear sein
missen wegen der Homogenitatseigenschaften, welche wir Raum und Zeit
beilegen. » (« Tout d'abord, il est clair que les équations doivent étre
linéaires a cause des propriétés d’homogénéité que nous attribuons

a l'espace et au temps. »).
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Rappels historiques
Principe de relativité restreinte

Néanmoins, I'un comme ['autre supposent a priori que f est linéaire
pour faire leurs calculs sans clairement justifier ce point important...

Ainsi, Einstein dit : « Zunichst ist klar, dass die Gleichungen linear sein
missen wegen der Homogenitatseigenschaften, welche wir Raum und Zeit
beilegen. » (« Tout d'abord, il est clair que les équations doivent étre
linéaires a cause des propriétés d’homogénéité que nous attribuons

a l'espace et au temps. »).

Quant a Poincaré, il reprend les formules — linéaires mais fausses —
établies en 1904 par Lorentz et les corrige :

« Les résultats que j'ai obtenus sont d’accord sur tous les points
importants avec ceux de Lorentz; j'ai été seulement conduit 3 les modifier
et a les compléter dans quelques points de détail. »
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Rappels historiques

Principe de relativité restreinte

I est toutefois possible de démontrer plus généralement que les
transformations de Poincaré sont des applications affines en méme temps
que celles de Galilée en ne partant, qui plus est, que du seul principe

de relativité sans invoquer la vitesse de la lumiére.

Avec un minimum d'hypothéses, le principe de relativité permet d'obtenir

a la fois les transformations de Galilée et de Poincaré en mettant en évidence
I'existence d'une vitesse indépassable qui est invariante par les
transformations inertielles, cette vitesse étant — au choix — finie ou infinie.
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© Le théoréme fondamental de la géométrie affine
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Le théoreme fondamental de la géométrie affine

Théoréme

Soient £ et F des espaces affines réels de méme dimension finie
et f : £ — F une application bijective.

Les deux assertions suivantes sont alors équivalentes :
o f est affine.

@ Pour tous points alignés A, B et C de &,
les points f(A), f(B) et f(C) de F sont alignés.

Il en résulte que f est affine si, et seulement si, I'image par f de toute
droite affine de £ est une droite affine de F.
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Le théoreme fondamental de la géométrie affine

Conséquence (clé)

Soient £ et F des espaces affines réels de méme dimension finie,
f: & — F une application bijective et H un hyperplan affine de £.

Si f L est continue et si I'image par f de toute droite affine de £
qui n’est pas paralléle 3 H est une droite affine de F, alors f est affine.
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Plan de I'exposé

@ Le principe de relativité restreinte sans la lumiére
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Le principe de relativité restreinte sans la lumiére

Principe de relativité restreinte sans la lumiére :

Réciproque du principe d'inertie : toute particule animée d'un mouvement
rectiligne et uniforme dans un référentiel inertiel R (le repos dans R étant
un cas particulier d’un tel mouvement) est soumise a des forces dont la
résultante dans R est nulle.

Invariance de la nullité de la résultante des forces : étant donné des
référentiels inertiels R et S, si les forces qui s'exercent sur une particule ont
une résultante nulle dans R, alors elles ont aussi une résultante nulle dans S.

Composition des transformations inertielles : pour toutes transformations
inertielles f et g, la composée fog est également une transformation inertielle.

L'espace est isotrope : pour chaque A € O(R®), I'application p : R* — R*
définie par p(g,t) = (A-q, t) (isométrie spatiale statique)

est une transformation inertielle.

L’espace est homogéne : pour chaque go € R I'application § : R* — R*
définie par 6(q,t) = (g + qo, t) (translation spatiale statique)

est une transformation inertielle.
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Le principe de relativité restreinte sans la lumiére

La réciproque du principe d'inertie signifie que si une carte inertielle ¢ de U
transforme la ligne d'univers d’'une particule en une droite affine de R* qui n’est
pas paralléle & R®x{0} alors cette particule est soumise a des forces dont

les expressions dans ¢ ont une somme nulle.
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Le principe de relativité restreinte sans la lumiére

La réciproque du principe d'inertie signifie que si une carte inertielle ¢ de U
transforme la ligne d'univers d’'une particule en une droite affine de R* qui n’est
pas paralléle & R®x{0} alors cette particule est soumise a des forces dont

les expressions dans ¢ ont une somme nulle.

L'invariance de la nullité de la résultante des forces signifie que si une particule
est soumise a des forces dont les expressions dans une carte inertielle ¢ de U
ont une somme nulle alors les expressions de ces forces dans une autre carte
inertielle ¢» de U ont aussi une somme nulle.
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Le principe de relativité restreinte sans la lumiére

La réciproque du principe d'inertie signifie que si une carte inertielle ¢ de U
transforme la ligne d'univers d’'une particule en une droite affine de R* qui n’est
pas paralléle & R®x{0} alors cette particule est soumise a des forces dont

les expressions dans ¢ ont une somme nulle.

L'invariance de la nullité de la résultante des forces signifie que si une particule
est soumise a des forces dont les expressions dans une carte inertielle ¢ de U
ont une somme nulle alors les expressions de ces forces dans une autre carte
inertielle ¢» de U ont aussi une somme nulle.

Proposition

Toute transformation inertielle est une application affine.
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Le principe de relativité restreinte sans la lumiére

La réciproque du principe d'inertie signifie que si une carte inertielle ¢ de U
transforme la ligne d'univers d’'une particule en une droite affine de R* qui n’est
pas paralléle & R®x{0} alors cette particule est soumise a des forces dont

les expressions dans ¢ ont une somme nulle.

L'invariance de la nullité de la résultante des forces signifie que si une particule
est soumise a des forces dont les expressions dans une carte inertielle ¢ de U
ont une somme nulle alors les expressions de ces forces dans une autre carte
inertielle ¢» de U ont aussi une somme nulle.

Proposition

Toute transformation inertielle est une application affine.

Définition

Etant donné une droite vectorielle A de R3, une transformation inertielle f
qui fixe (0,0) et qui vérifie f(AXR) C AxR et f({g} xR) C {g} xR
pour tout g € A~ C R3 s'appelle un boost inertiel associé a /.
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Le principe de relativité restreinte sans la lumiére

Proposition

Pour chaque droite vectorielle A de R3, I'ensemble B(A) des boosts
inertiels associés a AA est un sous-groupe de GL(R*).
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Le principe de relativité restreinte sans la lumiére

Proposition

Pour chaque droite vectorielle A de R3, I'ensemble B(A) des boosts
inertiels associés a AA est un sous-groupe de GL(R*).

Proposition

Soient A une droite vectorielle de R® et f un boost inertiel associé a A.
Etant donné A € O(R®), on consideére I'application p : R* — R* définie
par p(q,t) = (A-q, t).

L'application p o fop~ (conjuguée de f par p) est alors un boost inertiel
associé a la droite vectorielle A-A de R3,

Il en résulte que tout boost inertiel se déduit d’un boost inertiel associé
a la droite vectorielle R(1,0,0) de R®.
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© Les transformations de Galilée et de Poincaré retrouvées
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Les transformations de Galilée et de Poincaré retrouvées

Théoréme (Lévy-Leblond, 1976)

Soit U € R3 un vecteur unitaire.

Il existe alors une constante réelle o > 0 telle que pour tout boost inertiel
f associé a la droite vectorielle A := RU de R il existe un unique

v € lo = |-1/\/Ja, 1/\/a] (avec la convention 1/0 = +o00) tel qu'on ait
fla.) = (a+ {o(v) ~1}(@. YU —o(V)tvU , o(v)it — alq,vU}})
pour tous g € R et t € R, o 0 : |, —> R est la fonction définie par

o(w) = <1 - ozw2>71/2.
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Les transformations de Galilée et de Poincaré retrouvées

Théoréme (Lévy-Leblond, 1976)

Soit U € R3 un vecteur unitaire.

Il existe alors une constante réelle o > 0 telle que pour tout boost inertiel
f associé a la droite vectorielle A := RU de R il existe un unique
v € lo = |-1/\/Ja, 1/\/a] (avec la convention 1/0 = +o00) tel qu'on ait

(g, ) = (g+{o(v) = 1Ha, WU - o(W)tvU , o(v){t - alq,vU)})
pour tous g € R et t € R, o 0 : |, —> R est la fonction définie par

o(w) = <1 - ozw2>71/2.

En outre, l'intervalle des vitesses |, muni de la loi de composition x
définie par vxw = (v + w)/(1 + avw) est un groupe de neutre 0
et ['application ® : I, — B(A) qui a v associe le boost f ci-dessus
est un isomorphisme de groupes.
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Les transformations de Galilée et de Poincaré retrouvées

@ Lorsqu'on a @ =0, on retrouve les transformations de Galilée qui sont
des boosts inertiels et la loi de composition * sur [, = R est |'addition
des vitesses en mécanique classique (la vitesse limite est ici 1/,/a = +00).
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Les transformations de Galilée et de Poincaré retrouvées

@ Lorsqu'on a @ =0, on retrouve les transformations de Galilée qui sont
des boosts inertiels et la loi de composition * sur [, = R est |'addition
des vitesses en mécanique classique (la vitesse limite est ici 1/,/a = +00).

o Lorsqu'on a a > 0, on retrouve les boosts de Lorentz en posant o = 1/c?

et la loi de composition * sur |, = ]—c, c[ est I'addition des vitesses
en relativité restreinte.
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Les transformations de Galilée et de Poincaré retrouvées

@ Lorsqu'on a @ =0, on retrouve les transformations de Galilée qui sont
des boosts inertiels et la loi de composition * sur [, = R est |'addition
des vitesses en mécanique classique (la vitesse limite est ici 1/,/a = +00).

o Lorsqu'on a a > 0, on retrouve les boosts de Lorentz en posant o = 1/c?
et la loi de composition * sur |, = ]—c, c[ est I'addition des vitesses
en relativité restreinte.

Par ailleurs, ce résultat met en évidence le fait que méme si on découvrait
un jour que la vitesse des photons n’était finalement pas identique dans
tous les référentiels inertiels, les transformations de Poincaré seraient
toujours valables comme conséquence du seul principe de relativité
restreinte sans la lumiére et conduiraient a une autre vitesse 1/,/a
indépassable...
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Les transformations de Galilée et de Poincaré retrouvées

@ Lorsqu'on a @ =0, on retrouve les transformations de Galilée qui sont
des boosts inertiels et la loi de composition * sur [, = R est |'addition
des vitesses en mécanique classique (la vitesse limite est ici 1/,/a = +00).

o Lorsqu'on a a > 0, on retrouve les boosts de Lorentz en posant o = 1/c?
et la loi de composition * sur |, = ]—c, c[ est I'addition des vitesses
en relativité restreinte.

Par ailleurs, ce résultat met en évidence le fait que méme si on découvrait
un jour que la vitesse des photons n’était finalement pas identique dans
tous les référentiels inertiels, les transformations de Poincaré seraient
toujours valables comme conséquence du seul principe de relativité
restreinte sans la lumiére et conduiraient a une autre vitesse 1/,/a
indépassable...

Cela confirme l'intuition d'Einstein pour qui le principe de relativité
restreinte « apparait a ['esprit si naturel, si simple, et presque inéluctable ».

P. Verovic Principe de relativité restreinte
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