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A= (A;;)i;:=circ(0,1,...,1,-1,...,-1).



La forme la plus générale des systémes n-dimensionnels de Lotka- Volterra
est donnée par les équations différentielles

n
T; = €;x; + E Ai,jilji.%'j, 1=1,...,n.
Jj=1

Dans le cas des systémes de Bogoyavlenskij-Itoh (BI), n =2k+1,iln’y
a pas de terme linéaire et la matrice A a la forme

A= (A;;)i;:=circ(0,1,...,1,-1,...,-1).
k
Autrement dit, ©; = x; Z(miﬂ- —xi—;), i=1,...,n,
j=1

ol on utilise la convention ciclyque x4, = x;, pour tout ¢ € Z.
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Ce dernier systéme admet une formulation hamiltonienne :

o Crochet de Poisson :
{l'iaxj}BI = Ai,j Tilyj, 1 SZ,] Sn:2]€+1

o Hamiltonien : Hgr := 21+ - + 2p.

o Equations du mouvement :
. k .
&y ={ay, Hetypr = 35 (Tipj —2i—j), i=1,....n.

o Casimir : Cgr :=x1 - Tn.

Bogoyavlenskij — Représentation de Lax :

(X +AM) = [X +AM, B — AM**1], ou
Xij = 0ijtkTi, Mij; =015, Bij:=—0ij(@i+ -+ Titk) -
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Plus précisément,

>~

pxpan (1) = det(X + AM — pld) = X" — p™ + >~ (Ap)* 7 H;
Jj=0

H; € Cyjq1[z1,...,24,], pour chaque j € {0,...,k},
Ho=Hpr =21+ +on,
Hk:CBIZLCl'-'LL'n.

Itoh — (C™,{-, }B1, (Ho, ..., Hy)) est un systéme intégrable au sens
de Liouville.
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On s’intéresse & une famille de déformations des systémes BI.
Soient €1, ...,¢, des paramétres de déformation, tels que

€e1+---+e€,=0.

On considére maintenant le systéme d’équations différentielles,

k
I1:$1 E (l’i+jfxi_j)+€i7 Z:L,TL
j=1

De méme, le systéme ci-dessus admet une formulation hamiltonienne :
o Soient B ; tels que B, = —f;; et B;; =0si |i —j| ¢ {k,k+1}.
o {wy, @ty = Aiy xiwy + Biy, € = Biitk — Bi—k k>

o Hpre = Hgr =21+ -+ Tp.
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Evripidou, Kassotakis et Vanhaecke ont démontré que
((Cna {'7 '}BI‘? (HS, SRR H;))
est un systéme intégrable au sens de Liouville.
Opérateur de Lax : L()\) := X + A"!A + AM, ou A= 0iBitk,j-

n

k
pL()\( )= A"+ AT nH(ﬁj+k7j— +Z )\uk JHe
7=0

Jj=1

Question : Le systéme BI€ est-il algébriquement complétement inté-
grable (a.c.i.)?



Soit F := (C™,{-,-},F) un systéme intégrable, ou {-,-} est un crochet
de Poisson polynomial et F = (FY,..., F) est constitué de polynémes.
On dit que F est une systéme a.c.i. ssi



Soit F := (C™,{-,-},F) un systéme intégrable, ou {-,-} est un crochet
de Poisson polynomial et F = (FY,..., F) est constitué de polynémes.
On dit que F est une systéme a.c.i. ssi

o Pour k € C? générique, la fibre F,; est isomorphe & une partie
affine d’un tore complexe algébrique,

F, ~ (C"*/A,) - Dy,

ol A, est un réseau dans C" ™% est D, est une hypersurface
algébrique de C" 5 /A, ;

¢ Les champs de vecteurs Xp,, restreints a F,, sont constants.



Soit F := (C™,{-,-},F) un systéme intégrable, ou {-,-} est un crochet
de Poisson polynomial et F = (FY,..., F) est constitué de polynémes.
On dit que F est une systéme a.c.i. ssi

o Pour k € C? générique, la fibre F,; est isomorphe & une partie
affine d’un tore complexe algébrique,

F, ~ (C"*/A,) - Dy,

ol A, est un réseau dans C" ™% est D, est une hypersurface
algébrique de C" 5 /A, ;

¢ Les champs de vecteurs Xp,, restreints a F,, sont constants.

On va aborder la question de l'intégrabilité algébrique du systéme dé-
formé dans le cas n =5 (i.e., k = 2).
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On a alors le systéme d’équations différentielles,

By =2y (Tip1 +Tig2 — w1 —xi2) + &, i=1,...,5

{zis2jtp = Aijziz; + By, 1<14,5<5.
5
o Hf:=>
=1

5 5
o H§:= Z Ti—2TiTi42 + Z(ﬁz‘+1,i—2 + Bit2,i—1)%s,
i=1 i=1

5 5

5
o HS =[] @i+ (Bir1i-2Biv2,i-1)%i + Y Bio1,it1%i—2TiTito.
: . —

i=1 i=1 1=
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Pour étudier l'intégrabilité algébrique du BI® — 5, on utilise !’analyse
de Painleve.

On commence par chercher des solutions de Laurent formelles homo-
génes
1 (7)1
=it
j=0

A partir de ’approche précédente, il est possible d’écrire une famille de
solutions de Laurent en fonction de 4 paramétres (a, b, ¢ et d), ce que
I'on appelle une balance principale :

o wit) =at (V) +pV(gab o)) t+ (uf) + 5 (6a,b,0) 2+ 0 (),

o @a(t) = —eat + ( ® 4 p? (e;a,b, c)) 240 (1),

o z3(t) =b+ ( M 4 pM (s a,b, c)) tr ( P 4 pP (e a,0, c)) 240 (1),

o wa®) =+ +e+ (uf +p (G ab,0)) t+ (u? + 07 (60,6,0) 1 +0 (13),

o :Eg,(t):—%—&-(b—&-c—a)—&—( (1)+p,1)(e a bc)>t+dt2+0(t3)



Ensuite, pour un point générique k = (K1, K2, k3) € C3, on considére
la courbe dans le plan définie par les équations Hf(z(t)) = k4, pour
1 < i < 3. Cette courbe est isomorphe a

I a®b® +a?b® + g2,2(€, K)a?b® + 2,1 (€, K)a?b + q1,2(€, K)ab?
+q11(e,8)ab+ q10(e, K)a + qo.1(€, k)b + qo,0(€, &) = 0,
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Ensuite, pour un point générique k = (K1, K2, k3) € C3, on considére
la courbe dans le plan définie par les équations Hf(z(t)) = k4, pour
1 < i < 3. Cette courbe est isomorphe a

I a®b® +a?b® + g2,2(€, K)a?b® + 2,1 (€, K)a?b + q1,2(€, K)ab?
+q11(e,8)ab+ q10(e, K)a + qo.1(€, k)b + qo,0(€, &) = 0,

ou ¢; ;(€, ) sont des polynémes dans les variables € et x, tels que
72,1(0, k) = q1,2(0,K) = q1,0(0,K) = q0,1(0, k) =0,
q2,2(0, k) = =K1, q1,1(0,K) = K2 et qo0(0,K) = —kKs3.

Le modéle projectif lisse de cette courbe, également notée I'y, posséde
cinq points & l'infini, qui seront désignés par oo, co_, co_, ooy et oo, .



En termes d’un parameétre local 7 :

S
\

S
\

S| I I~ I =3

b= —% +r1 + (a4 — Bas
= (=P1,3+Bs2)n+
= (=B1,3 + B3,5)n —
= (=P1,3+ Ba,a)n +

= (—P1,3+ B4,1)n

D0(B5.2,%)

_ 90,0(Ba,1,K)

2,K) o 3
B — Bos +0(n*),
40,0(B3,5, k)
B3,5 — Bs,2
q0,0(B2,4, k)

B2,4 — Ba1

n* +0(n?),
n* +0(n?),

2 3
+ O .
B2,4 — Ba1 K @)

+ Ba,1 — Bs.2)n + O(n?),



Maintenant, pour x € C? générique, on s’intéresse & la construction
d'un plongement de la variété F,, := {x € C°| Hf (x) = r;, 1 <i < 3}
dans un espace projectif PV.
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que z;(x(t)) ait un pole d’ordre au plus 1, et qu’ils soient indépendants
sur l'algeébre engendrée par Hy, H5 et HS.



Maintenant, pour x € C? générique, on s’intéresse & la construction
d'un plongement de la variété F,, := {x € C°| Hf (x) = r;, 1 <i < 3}
dans un espace projectif PV.

L’idée est de chercher tous les polynémes z; homogénes a poids, tels
que z;(x(t)) ait un pole d’ordre au plus 1, et qu’ils soient indépendants
sur l'algeébre engendrée par Hy, H5 et HS.

On consideére les 25 polynomes

zZo ‘= ].,

zi=x, 1=1,...,4,

Zh4q = TiTi42, 1= 1,...,5,

2944 +— Lj—2X3T5+42, = 1, N 74,
21340 = Ti_oliTive, 1=1,...,5,

219 1= X423(X1T2 + 123 + €1),

— 3 2 _
21940 1= T8 Ty + 25 (€i_2Tiqo — €42T5-2), i =1,...,5.
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Pour chacune des cinq familles de balances principales, 'application
x> (1:z(x) -+ @ z04(x)) s’étend & un plongement holomorphique
@,g‘) : F,(f) — P24,
On note

DY = (0¥,

Pi = @,&Z)(oot) et Ql = 99,(3+2) (OOi_A'_Q’_).

Les informations de ’analyse peuvent étre résumées dans le tableau
suivant :

pM | p@ | p® | p@ | p®

Py Ps Py Py P

Qu Qs Q1 Q2 Q3

PL | P, | Ps | Pu | Ps

Q3 Q4 Qs Q1 Q2

P3 Py P5 Py P




Cas intermédiaires



Cas intermédiaires
Un epsilon est égal a zero :

p® | p@ | p® | p@ | p®
Py P Py Py Ps
Q4 ° Q1 Q2 Q3
Py Py Ps Py Ps
Q3 Q4 P Q1 Q2
Ps | Py Pl A P




Cas intermédiaires
Un epsilon est égal a zero :

p® | p@ | p® | p@ | p®

Py P Py Py Ps

Q4 ° Q1 Q2 Q3

Py Py Ps Py Ps

Q3 Qa P Q1 Q2
5

P | P P | P
Deux epsilon sont égaux a zero :
o | P | D | DY | DY o | | oY | oV | DY
o | PP ol o o | P la | ™| a
P P P Py Ps Py Py P Py Ps
G g lnn]e] [BIE[n]% ]




Trois epsilon sont égaux a zero :

P | p@ | p® | p@ | p® pW | p@ | p® | p@ | p®
Ps Py Ps Py
P P | P P P P
: Qs Q1 2 3 4 Qs ! Q2 3
P | P | P | P | P P | B | P B
Ps Q1 Ps Py
P P P P P
3 4 Qs Py 2 3 4 Qs 512




Trois epsilon sont égaux a zero :

P | p@ | p® | p@ | p® pW | p@ | p® | p@ | p®
Ps Py Ps Py
P P | P P P P
: Qs Q1 2 3 4 Qs ! Q2 3
P | P | P | P | P P | P | P | P. | P
Ps Q1 Ps Py
P P, P P P,
3 4 Qs Py 2 3 4 Qs 512

Cas non-déformé :
'D,g) ’D,(QQ) DlgB) ’D,(:l) fo)

Py P Py P P
P1 P2 P3 P4 PS ’ \

Ps Py Ps Py Py




Perspectives



Perspectives

Considérons le systéme périodique de Kac-van Moerbeke (KM) a 5
particules :

. — ) — =4
&y = (i1 — ®ig1), i1=1,...,5,



Perspectives

Considérons le systéme périodique de Kac-van Moerbeke (KM) a 5
particules :
&y = (i1 — ®ig1), i1=1,...,5,

((C5, {-, }xm, (G1, Ga, G3)) est un systéme intégrable au sens de Liou-
ville, ol

{l’i, xj}KM = Ri’jxixj, R = (Ri,j) = CiI‘C(O, —]., 0, 0, 1),
G1 = Z?:l Zi, G2 = Z?:l LiXj4-2 et Gg = H?:l ZTi.



Perspectives

Considérons le systéme périodique de Kac-van Moerbeke (KM) a 5
particules :
&y = (i1 — ®ig1), i1=1,...,5,

(C%,{-, }km, (G1,G2,G3)) est un systéme intégrable au sens de Liou-
ville, ol

{l’i, xj}KM = Ri’jxixj, R = (Ri,j) = CiI‘C(O, —]., 0, 0, 1),
G1 = Z?:l Zi, G2 = Z?:l LiXj4-2 et Gg = H?:l ZTi.

On a un diagramme comme celui qui suit :

BI‘—p5 " 42

défT défT

Bl—5 <Y 3 KM—5



Merei de votre attention !



