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Introduction

Comment mesurer la « longueur » des vecteurs

d'un espace vectoriel réel E de dimension finie ?

A I'aide d'un « métre étalon » modélisé par une fonction
N : E — R ayant de « bonnes » propriétés qui a chaque vecteur
u € E associe la « longueur » N(u) de u.
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Introduction

Exemple 1 (cas symétrique et isotrope)

On prend E = R? et pour chaque u = (x,y) € R% on pose

N(u) = /x2+ y?.

@ Pour tout u € R? on a N(—u) = N(u). (symétrie)

N(w), il existe f € GL(R?)

o Pour tous v, w € R? vérifiant N(v) =
= w. (isotropie)

tel qu'on ait Nof = N et f(v)

w

u
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Introduction

Exemple 2 (cas symétrique et anisotrope)

On prend E = R? et pour chaque u = (x,y) € R? on pose
N(u) =[x +y] .

o Pour tout u € R% on a N(—u) = N(u). (symétrie)

o Pour v = (1,0) € R?et w = (1/2,1/2) € R? il n’existe pas
f € GL(R?) tel qu'on ait Nof = N et f(v) = w. (anisotropie)
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Introduction

Exemple 3 (cas asymétrique et anisotrope)

On prend E = R? et pour chaque u = (x,y) € R% on pose

N(u) = 2v/x2+y? — x .

e Pour u=(1,0) € R% on a N(—u) # N(u). (asymétrie)

e Pour v = (2/3, 1/2) € R%?et w = (0,1/2) € R? il n’existe pas
f € GL(R?) tel qu'on ait Nof = N et f(v) = w. (anisotropie)

NAZA)
N

P. Verovic Géomeétrie de Finsler



Normes de Minkowski

Définition

Etant donné un espace vectoriel réel E de dimension finie, on dit
qu'une fonction N : E — R est une norme de Minkowski sur E
lorsqu’elle vérifie les trois propriétés suivantes :

o N(Au) = AN(u) pour tout u € E et tout nombre réel A > 0.

(homogénéité positive)

e N(u) > 0 pour tout u € EX{0}.
(stricte positivité)

o N(u+v) < N(u)+ N(v) pour tous u,v € E.
(sous-additivité)

Il s’ensuit qu'on a N(0) = 0 et que N est une fonction convexe.
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Normes de Minkowski

o L'ensemble By = {u € E | N(u) <1} est un ouvert de E
contenant l'origine qui est convexe et borné.

@ |l vérifie les propriétés suivantes :

» By = —Bpy & N est symétrique < N est une norme sur E.

» By est un ellipsoide < N est une norme euclidienne sur E.

@ Réciproquement, pour tout ouvert C de E contenant I'origine qui
est convexe et borng, il existe une unique norme de Minkowski N
sur E telle qu'on ait By = C .
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Métriques de Finsler

Soit M une variété lisse et connexe de dimension finie n > 1.
Définition

On dit qu’une fonction F : TM — R est une métrique de Finsler
sur M lorsqu’elle vérifie les deux propriétés suivantes :

@ F est continue.

e Pour tout p € M, la restriction F, de F a T,M est une norme
de Minkowski sur T,M.

Le couple (M, F) est appelé un espace de Finsler.

LM

M
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Métriques de Finsler

La métrique de Finsler F est dite
(o}
o lisse lorsque la restriction de F a8 TM = TM>0(M) est lisse,
ol 0 est la section nulle de la projection naturelle TM — M.

o fortement convexe lorsque F est lisse et pour tous p € M et
v € T,M~{0,} la forme bilinéaire symétrique [(f)?]"(v) sur M
est positive et définie.

e réversible lorsque pour tout p € M la restriction £, de F a T,M
est symétrique.
Remarque : étant donné une métrique riemannienne g sur M, la
fonction F : TM — R définie par
F(v) = vg(p)(v,v) pourtous peMetveTl,M

est une métrique de Finsler réversible, dite associée a g, qui est
fortement convexe lorsque g est lisse.
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Note historique

Les prémices de la géométrie de Finsler remontent au fameux
exposé (Habilitationsvortrag) Uber die Hypothesen, welche der
Geometrie zu Grunde liegen (Sur les hypothéses qui sous-tendent
la géométrie) donné par Bernhard Riemann (1826-1866) en 1854
a l'université de Gottingen (mais publié seulement en 1868).

Dans cet exposé, Riemann étudie diverses facons de munir une
variété difféerentiable d'une métrique dont celle obtenue a I'aide
d'une fonction ds = F(x,dx) a valeurs dans R qui est a la fois
convexe et absolument homogéne par rapport au déplacement
infinitésimal dx.
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Note historique

Néanmoins, pour des raisons purement techniques, Riemann préfére
se focaliser sur les métriques définies & I'aide d’un champ de formes
quadratiques positives et définies, marquant ainsi la naissance de la
géométrie riemannienne.

Il faudra alors attendre plus de soixante ans avant que soient
vraiment étudiées les variétés différentiables munies d'une métrique
générale avec la thése Uber Kurven und Flichen in allgemeinen
Réaumen (Sur les courbes et surfaces dans les espaces généraux) de
Paul Finsler (1894-1970), un étudiant de Constantin Carathéodory,
soutenue en 1918 a I'université de Gottingen (mais publiée
seulement en 1951).

P. Verovic Géomeétrie de Finsler



Aspect métrique
Longueur d'une courbe

@ Pour tous nombres réels a < b et toute courbe 7 : [a, b] — M de

1 e
classe C’, on définit
b

te(7) = [F((£)dt .

Ce nombre représente la longueur de ~y par rapport a F (intégrale
de la « longueur » F(7(t)) du vecteur vitesse y(t) € T, (M,
ou t désigne le temps).

@ Pour tous p, g € M, on pose alors

Q(p,q) ={7:[0,1] — M | v est de classe Cet relie pagqg}
et
de(p,q) = inf{le(7) | v € Qp, q)} -
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Aspect métrique

Quasi-distance
La fonction dre : Mx M — R ainsi obtenue vérifie les trois
propriétés suivantes :

e dr(p,p) =0 pour tout p € M.

o dr(p,q) >0 pourtous p,g € Mavec p#q .
(séparation)

o dr(p, q) < dr(p, m) + de(m,q) pour tous p,q,m € M.

(inégalité tringulaire)

Ceci signifie que dg est une quasi-distance sur M (elle n'est pas
forcément symétrique) qui est dite associée a F.

C’est une distance sur M si, et seulement si, F est réversible.
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Aspect métrique
Quasi-distance

@ Pour tout p € M et tout nombre réel r > 0, les ensembles
Bi(p,r)={q €M | dr(p,q) <r} C M
et
Be(p,r) ={q €M | de(q,p)<r} € M

sont appelés respectivement la boule prograde et la boule
rétrograde pour dr centrées en p et de rayon r.

@ On note 7. (respectivement 7. ) la topologie sur M dont une
base d'ouverts est I'ensemble des boules progrades
(respectivement rétrogrades).

Proposition

Les topologies 7? et T coincident avec la topologie de la variété
différentiable M.
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Aspect métrique

Courbes localement minimisantes

Certaines courbes tracées sur M ont une importance particuliére.

Définition

Etant donné un intervalle | de R, on dit qu’une courbe o : | — M
est localement minimisante pour la métrique de Finsler F lorsqu’elle
vérifie les deux propriétés suivantes :

1
@ o est de classe C.

@ Pour tout t € I, il existe un nombre réel T > 0 tel qu’on ait
t+7elet

de(a(t), o(t+ 7)) = Lr(oye,e4q]) -

Comment déterminer les courbes localement minimisantes pour F 7
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Aspect dynamique
Energie cinétique d'une courbe

@ Pour tous nombres réels a < b et toute courbe 7 : [a, b] — M de
1 o
classe C’, on définit

b
Re() = 5[ FAEa

Ce nombre représente |'énergie cinétique de ~ par rapport a F.

e D’aprés l'inégalité de Cauchy & Schwarz, on a immédiatement
[r()P < 2(b - a)Kr(v)

avec égalité si, et seulement si, la fonction Fo< : [a,b] — R est
constante.
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Aspect dynamique
Energie cinétique d'une courbe

Soient p,g € M et o € Q(p, q).

Proposition

@ SiFod :[0,1] — R est constante et si g admet un minimum
en o sur Q(p, q), alors Kg admet un minimum en o sur Q(p, q).

e Si Kg admet un minimum en o sur Q(p, q), alors (g admet un
minimum en o sur Q(p, q).

Ceci permet de ramener la recherche des courbes localement
minimisantes pour F a celle des courbes qui minimisent la
fonctionnelle énergie cinétique Kf, cette derniére ayant |'avantage
d’avoir de meilleures propriétés que (g pour le calcul des variations.
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Aspect dynamique
Mécanique lagrangienne

@ On suppose dorénavant que F est est fortement convexe et on

considére le Lagrangien L : TM —s R défini par

1
L(v) = §F2(v) ) (énergie cinétique)

[¢] [0}
e La transformation de Legendre T : TM — T*M = T*M~0*(M)
associée a L (ou 0" est la section nulle de la projection naturelle

T*M — M), définie par T(v)-w = % L(v + sw) pour tous
s=0

peMetv,weT,Mavec v # 0p, est alors un difféeomorphisme
local (et méme global).

[¢]
e En désignant par wyg la restriction a T*M de la forme symplectique
canonique w sur T*M, ceci entraine que le pullback w; = T*(wo)

o
est une forme symplectique sur TM.
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Aspect dynamique
Mécanique lagrangienne

A:TM — R
v — A(v) = T(v)-v

et énergie E = A— L associées a L s'écrivent A=2L et E= L.

@ D’autre part, les fonctions action

@ Soit Xg le gradient symplectique de |'énergie E pour w;, c’'est-a-dire
o
le champ de vecteurs sur TM défini par wi(Xg, :) =dE(:).

o Etant donné une carte (U, 0 = (xi1,...,X,)) sur M et une courbe
7 LY 2 (]
réguliére o : | — U de classe C’, la courbe 0 : I — TU est une

courbe intégrale de Xg si, et seulement si, la courbe ¢ = oo de |
dans 6(U) C R" vérifie (équations d'Euler & Lagrange)

- TCOR:O| IR COR )

pour tout t € / et tout / € [1, n], ot on a écrit
TO=(x1,...,Xn,Y1,---,¥n) €t posé L = L‘TUO(TQ)_l.
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Aspect dynamique
Application exponentielle

b : D(Xg) — TM

(t,v) — ¢'(v)
ou I'ensemble ouvert D(Xg) de RxTM désigne le domaine de ¢,
conserve |'énergie E (puisqu’on a dE(Xg) = wo(Xg, Xg) =0), et
donc conserve F (puisqu'on a F? = 2L = 2E).

(o]
o Le flot sur TM engendré par Xg,

@ D’autre part, notons 7 la projection naturelle TM — M.

Proposition

o
o Pour tout v e TM, on a T, (,ym-Xg(v) = v.

o Pour tout (t,v) € D(Xg) et tout nombre réel A >0, on a
(t,Av) e D(Xe) = [(At,v) € D(XE) et ¢'(Av) = p(v)].

Ceci signifie que Xg est un spray sur M.
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Aspect dynamique

Application exponentielle

@ On considére dans TM |'ensemble ouvert

U=1{veTM|(L,v)eDXe)} U O(M)

L‘application exponentielle exp : Y — M associée au spray Xg est
définie par

exp(v) = m(p}(v)) pourtout veU
et

exp(0p) = p pourtout peM.

@ Pour chaque p € M, la restriction exp, de exp a T,M vérifie donc

d
opp(tv) = 7(¢i(v) et —[em,(t)] = ¢(v)
pour tout v € T,M et tout t € RY_tels qu’on ait (t,v) € D(Xg).



Aspect dynamique

Application exponentielle

Théoréme

L’application exponentielle exp est lisse sur U0(M) et pour
chaque p € M on a les propriétés suivantes :

® exp, est de classe 't sur M.
o To,(exp,) est I'application identité de T, M.

o [l existe un nombre réel € > 0 et un voisinage ouvert W de p
dans M tels que B(¢) = {v € ,M | F(v) < e} soit dans U
et exp, induise un difféomorphisme de B(g) sur W.

@ Pour tout v € B(e), la courbe o : [0,1] — M définie par
o(t) = exp,(tv) est 'unique courbe dans Q(p, q = exp,(v)) qui
minimise (g avec la condition que la fonction Fo5 : [0,1] — R
est constante.

P. Verovic Géomeétrie de Finsler




Aspect dynamique

Application exponentielle

Conséquence 1

. 2 ..
Pour toute courbe réguliére o : | — M de classe C™ définie sur un
intervalle | de R, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

@ La fonction Foo : | — R est constante et o est localement
minimisante pour la métrique de Finsler F.

o
@ La courbe 6 : | — TM est une courbe intégrale de Xg.
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Aspect dynamique

Application exponentielle

Conséquence 2

e Pour tous p € M, v € T,M et pour toute courbe ~y : [0,a) — M
de classe C* (avec a > 0 nombre réel) vérifiant v(0) = p et
¥(0)=v, on a

lim dF(p77(t)) — F(V) )

t—0 t
t>0

o [l existe un voisinage ouvert U de la diagonale A dans M x M
tel que df soit lisse sur UNA.
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Exemples
1 — Métriques induites

@ Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, N: E — R
une norme de Minkowski sur E et M une sous-variété lisse et
connexe de E.

@ La fonction F : TM CTE = ExE — R définie par
F(p,v) = N(v)

est alors une métrique de Finsler sur M qui est dite induite par N
sur M.
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Exemples
2 — Métriques de Finsler translatées & navigation de Zermelo

@ Soient (M, ) un espace de Finsler et Z un champ de vecteurs
continu sur M.

@ Pour chaque p € M, le translaté C, dans T,M de I'ensemble
B, ={veTl,M| ¢(v) <1} parle vecteur Z(p) contient
I'origine Op si, et seulement si, on a ¢(—Z(p)) < 1.

e Sous cette condition, pour tout v € 7;/\/7\{0,,}, il existe un unique
nombre réel A = A(v) > 0 vérifiant d(v/A — Z(p)) =1 .

@ La fonction F : TM — R définie par
F(v) = AM(v) pourtout ve ™
et
F(0,) =0 pourtout peM

est alors une métrique de Finsler sur M qui est dite translatée de ¢
par Zcarona G = {veTl,M| F(v) <1} pourtout pe M.
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Exemples
2 — Métriques de Finsler translatées & navigation de Zermelo

@ Supposons que M soit recouverte d’une mer et qu'un bateau se
déplace sur M avec une vitesse constante égale a un (pour ¢) par
rapport a |'eau.

Afin de minimiser son temps de parcours pour aller d’un point p a
un point g lorsque la mer est au repos, il faut et il suffit que le
bateau suive une courbe reliant p & g qui minimise £g.

@ Mais qu’en est-il s’il est soumis a un courant dont le champ des
vitesses est donné par Z 7 (Probléme de navigation de Zermelo.)

@ Réponse : si le mouvement du bateau est modélisé par une courbe
o : [a,b] — M de classe c' (avec a < b nombres réels) reliant p a
q, alors le temps de parcours du bateau pour aller de p a g est égal
a le(o). Il faut et il suffit donc que o minimise (g entre p et g.
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Exemples
3 — Métriques de Randers

e Soient (M, g) une variété riemannienne et v une forme différentielle
de degré un sur M.

@ La fonction F : TM — R définie par
F(v) = vg(p)(v,v)+a(p)-v pourtous peMetveTl,M

est alors une métrique de Finsler sur M si, et seulement si, on a
a(p)-v < 1 pour tous p € M et v € T,M vérifiant g(p)-(v,v) =1.

Sous cette condition, on dit que F est la métrique de Randers sur
M associée 3 (g, a).

o C'est le physicien norvégien Gunnar Randers (1914-1992) qui a
introduit en 1941 ce type de métrique de Finsler pour décrire un
champ électromagnétique dans le cadre de la relativité générale
(On an asymmetrical metric in the four-space of general relativity)
et a montré ses liens avec les métriques de Finsler translatées.
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Exemples
3 — Métriques de Randers

Proposition

Soient (M, h) une variété riemannienne, Z un champ de vecteurs sur M
et F: TM — R une fonction.

En désignant par ¢ la métrique de Finsler sur M associée a h et par

f : M — R la fonction définie par f(p) = 1 — &*(Z(p)), on suppose
qu'on a &(Z(p)) < 1 pour tout p € M et que F est la métrique de Finsler
sur M translatée de ¢ par Z.

On a alors f(p) > 0 pour tout p € M et le champ de tenseurs d’ordre
deux g sur M défini par

g(p)-(v,w) = h(p)-(v,w)/f(p) — (a(p)-v)(a(p)-w)
est une métrique riemannienne sur M, od o est la forme différentielle
de degré un sur M définie par

a(p)-v = —h(p)-(v, Z(p))/f(p) -
En outre, on a a(p)-v < 1 pour tous p € M et v € T,M vérifiant
g(p):(v,v) =1 et F est la métrique de Randers sur M associée a (g, ).
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Exemples
3 — Métriques de Randers

Proposition (réciproque)

Soient (M, g) une variété riemannienne, Y un champ de vecteurs sur M
et F: TM — R une fonction.

En désignant par o la forme différentielle de degré un sur M définie par
a(p)-v = g(p)(v, Y(p)) et par f : M — R la fonction définie par

f(p) =1—g(p)(Y(p), Y(p)). on suppose qu'on a a(p)-v < 1 pour tous
p € M et v € T,M vérifiant g(p)-(v,v) =1 et que F est la métrique de
Randers sur M associée a (g, ).

On a alors f(p) > 0 pour tout p € M et le champ de tenseurs d’ordre
deux h sur M défini par
h(p)-(v,w) = f(p) [g(p)-(v,w) — (a(p)-v)(a(p)-w)]
est une métrique riemannienne sur M.
En outre, le champ de vecteurs Z sur M défini par

Z(p) = —=Y(p)/f(p)
vérifie &(Z(p)) < 1 pour tout p € M, o & est la métrique de Finsler sur
M associée a h, et F est la métrique de Finsler sur M translatée de ¢ par Z.
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Exemples
4 — Métriques de Funk

@ Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et Q un ouvert
non vide de E qui est convexe et borné.

[¢]
@ Pour chaque (p,v) € TQ = Qx(E~{0}), il existe un unique
nombre réel t = t(p, v) > 0 vérifiant p + tv € 002 .

p+tv

Q

@ La fonction F : TQ = Qx E — R définie par
[¢]
F(p,v) = 1/t(p,v) pourtout (p,v)eTQ
et
F(p,0) =0 pourtout peQ
est alors une métrique de Finsler sur Q qu’on appelle la métrique de
Funk sur Q.
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Exemples
4 — Métriques de Funk

e Etant donné pg € Q quelconque, il existe une unique norme de
Minkowski N sur E vérifiant Q —pg =By = {ve E | N(v) <1}.

Soit alors ¢ la métrique de Finsler induite par N sur Q.

o Le champ de vecteurs Z sur Q défini par Z(p) = po — p
(champ de vecteurs radial pointant vers pp) est continu et vérifie
d(—2Z(p)) = N(p — po) < 1 pour tout p € Q, ce qui permet de
considérer la métrique de Finsler F sur Q translatée de ¢ par Z.

Proposition

La métrique de Finsler F n’est autre que la métrique de Funk sur .

@ Elle n'est jamais réversible et est lisse si, et seulement si, le bord
0Q = N7Y(1) + po de Q est une hypersurface lisse de E.
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Exemples
5 — Métriques de Hilbert

@ Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et ©Q un ouvert
non vide de E qui est convexe et borné.

Notons F la métrique de Funk sur Q.

@ La fonction H: TQ = Qx E — R définie par

1
H(p,v) = E[F(p, v)+ F(p,—v)] (symétrisée de F)
est alors une métrique de Finsler sur Q qu’on appelle la métrique de
Hilbert sur Q.

@ Elle est toujours réversible et la distance dy sur Q qui lui est
associée peut &tre obtenue de la facon suivante.
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Exemples
5 — Métriques de Hilbert

o Etant donné des points p # q dans , il n’existe que deux nombres
réels 0 < s < t < 1 tels que les points d'intersection a et b de 90
avec la droite (pq) vérifient p=(1—s)a+sbet g=(1—t)a+ tb.

1—s t
X
1—t

e En considérant le birapport [a, p,q,b] = >1,0na

alors dy(p,q) = %In[a,p, q,b] .

Remarque : I'espace métrique (€2, dy) a été considéré pour la
premiére fois en 1894 par David Hibert (1862-1943) dans une
lettre adressée a Felix Klein (1849-1925) afin de donner une
généralisation du modéle projectif de Klein de la géométrie
hyperbolique, celui-ci correspondant au cas (et a lui seul)

ou le convexe €2 est un ellipsoide.
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