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Polynémes a coefficients réels en plusieurs variables

R[X] = R[X,..., Xp] := {polynémes en n variables a coefficients réels}.
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Polynémes a coefficients réels en plusieurs variables

R[X] = R[X,..., Xp] := {polynémes en n variables a coefficients réels}.
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o p=Y2-X3eR[X,Y]
o p=X?2-Y2ZecR[X,Y,Z]
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Polynémes a coefficients réels en plusieurs variables

R[X] = R[X,..., Xp] := {polynémes en n variables a coefficients réels}.

o p=X?>+1€eR[X]
o p=Y2-X3eR[X,Y]
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Si p € RX],
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Polynémes a coefficients réels en plusieurs variables

R[X] = R[X,..., Xp] := {polynémes en n variables a coefficients réels}.

o p=X?>+1€eR[X]
o p=Y2-X3eR[X,Y]
o p=X?2-Y2ZecR[X,Y,Z]

Si p € R[X], p s'écrit

p= Zaaxay

finie

N o .
ot X := Xt X si = (..., an),
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Polynémes a coefficients réels en plusieurs variables

R[X] = R[X,..., Xp] := {polynémes en n variables a coefficients réels}.

o p=X?>+1€eR[X]
o p=Y2-X3eR[X,Y]
o p=X?2-Y2ZecR[X,Y,Z]

Si p € R[X], p s'écrit

p= Zaaxay

finie

od X% := X X% si a = (a1,...,qn), et on note

deg(P) := max(a1 + ...+ ap).
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Systémes d'équations polynomiales

Soient p1, ..., pm € R[X].
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Systémes d'équations polynomiales

Soient p1, ..., pm € R[X]. On note V(p1,...,pm) I'ensemble des

solutions x = (x1,...,x,) € R" du systéme
pi(x) =0
Pm(x) =0
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Systémes d'équations polynomiales

Soient p1, ..., pm € R[X]. On note V(p1,...,pm) I'ensemble des
solutions x = (x1,...,x,) € R" du systéme

Définition

V(p1,...,Pm) est appelé un ensemble algébrique réel.
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Systémes d'équations polynomiales

Soient p1, ..., pm € R[X]. On note V(p1,...,pm) I'ensemble des
solutions x = (x1,...,x,) € R" du systéme

Définition

V(p1,...,Pm) est appelé un ensemble algébrique réel.

Remarque : V(p1,...,pm) = V(p? + ...+ pZ).
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o V(Y2 X3):
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o V(Y2 X3):

S

o V(X +Y2-X3):
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o V(X2 +VY24+22-1):
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o V(X2 +VY24+22-1):

' )

o V(16(X?+ Y?) — (X% + Y24+ 72+ 3)?):
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v

o V(X234 Y2-27?2):
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v

o V(X234 Y2-27?2):

|V 4

o V(X2-Y22):
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Certificat de non-existence de solution
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Certificat de non-existence de solution

Théoréme (Nullstellensatz réel)

V(p) =0 ssi g € R[X], 3o € X tels que

—1=0+qgp.
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Certificat de non-existence de solution

On note

finie

Y= {qu | g ER[X]}.

Théoréme (Nullstellensatz réel)

V(p) =0 ssi g € R[X], 3o € X tels que

—1=0+qgp.
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Certificat de non-existence de solution

On note

Y= {Zq} | g ER[X]}.

finie

Théoréme (Nullstellensatz réel)

V(p) =0 ssi g € R[X], 3o € X tels que

—1=0+qgp.

Remarque : Bornes sur les degrés de o et q.
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Systemes d'inégalités polynomiales
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Systemes d'inégalités polynomiales

Soient p1, ..., pm € R[X]. On note S(p1,...,pm) I'ensemble des
solutions x € R"” du systéme

pi(x) =0

Pm(x) =0
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Systemes d'inégalités polynomiales

Soient p1, ..., pm € R[X]. On note S(p1,...,pm) I'ensemble des
solutions x € R"” du systéme

pi(x) >0

Pm(x) =0
Définition
S(p1,--.,Pm) est appelé un ensemble semi-algébrique (fermé
basique).
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Systemes d'inégalités polynomiales

Soient p1, ..., pm € R[X]. On note S(p1,...,pm) I'ensemble des
solutions x € R"” du systéme

Définition

S(p1,--.,Pm) est appelé un ensemble semi-algébrique (fermé
basique).

Remarque : V(p) = S(p, —p).
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Exemples

i

e S(Y):
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Exemples

i
/)

e S(Y):

e S5(X,Y):
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Exemples

o S(1-X%2-Y?):
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Exemples

o S(1-X%2-Y?):

2

° S(1-X2—- Y2 X2+ Y2-1.X,Y):
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Certificat de non-existence de solution
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Certificat de non-existence de solution

Soient p1,...,pm € R[X].
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Certificat de non-existence de solution

Soient p1,...,pm € R[X].

Théoréme

S(p1,---,pm)=0ssi do; € X tels que

—1:ZO'JPJ.
J
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Certificat de non-existence de solution

Soient p1, ..., pm € R[X]. Pour J C {1,...,m}, on note

ps=]]n
jed

Théoréme

S(p1,---,pm)=0ssi do; € X tels que

—1:ZO'JPJ.
J
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Certificat de non-existence de solution

Soient p1, ..., pm € R[X]. Pour J C {1,...,m}, on note

ps=]]n
jed

Théoréme

S(p1,---,pm)=0ssi do; € X tels que
-1= ZUJPJ-
J

Remarque : Bornes sur les degrés des o .
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Somme de carrés et matrices semi-définies positives

Soit p =", paX* € R[X], deg(p) < d.
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Somme de carrés et matrices semi-définies positives

Soit p =3, paX® € R[X], deg(p) < d. On note

p=> paX®=Tpx="%p. J
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Somme de carrés et matrices semi-définies positives

Soit p =3, paX® € R[X], deg(p) < d. On note

p=> paX®=Tpx="%p. J

ou
x = (X =1, X1,..., X0, X2, X1 Xo, ..., X9 e RV

P = t(Pa) € RNv
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Somme de carrés et matrices semi-définies positives

Soit p =3, paX® € R[X], deg(p) < d. On note

p=> paX®=Tpx="%p. J

ou
x = (X =1, X1,..., X0, X2, X1 Xo, ..., X9 e RV

P = t(Pa) € RNv

avec N := (”Jgd).
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Somme de carrés et matrices semi-définies positives

Soit g; € R[X], deg(q;) < d.
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Somme de carrés et matrices semi-définies positives

Soit g; € R[X], deg(q;) < d. Alors

£3) 4
J
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Somme de carrés et matrices semi-définies positives

Soit g; € R[X], deg(q;) < d. Alors

ZBZqJ?:erqjtqjx
J J
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Somme de carrés et matrices semi-définies positives

Soit g; € R[X], deg(q;) < d. Alors

ZBqu:Z&qjtqjx:tx qutqj X
J J J
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Somme de carrés et matrices semi-définies positives

Soit g; € R[X], deg(q;) < d. Alors

ZBqu:Z&qjtqjx:tx qutqj x =: XQx
J J J

otl Q € My(R) est semi-définie positive i.e. Vv € RN & Qv > 0.
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Somme de carrés et matrices semi-définies positives

Soit p € R[X] de degré 2d.
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Somme de carrés et matrices semi-définies positives

Soit p € R[X] de degré 2d.

Proposition

p € X ssi 3Q € My(R) semi-définie positive telle que px = xQx.
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Somme de carrés et matrices semi-définies positives

Soit p € R[X] de degré 2d.

Proposition

p € X ssi 3Q € My(R) semi-définie positive telle que px = xQx.

Remarque : px = %Qx ssi

Va, pe= Z Qu-

ptr=a
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Somme de carrés, matrices semi-définies positives et

optimisation semi-définie

Déterminer si p € ¥ revient a résoudre le probléme

Trouver Q € My(R) symétrique telle que
@ Q est semi-définie positive,
o Va, tr(QH,) = pa-
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Somme de carrés, matrices semi-définies positives et

optimisation semi-définie

Déterminer si p € ¥ revient a résoudre le probléme d'optimisation
semi-définie
Trouver Q € My(R) symétrique telle que

@ Q est semi-définie positive,

o Va, tr(QH,) = pa-
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Somme de carrés, matrices semi-définies positives et

optimisation semi-définie

Déterminer si p € ¥ revient a résoudre le probléme d'optimisation
semi-définie
Trouver Q € My(R) symétrique telle que

@ Q est semi-définie positive,

o Va, tr(QH,) = pa-

Remarque : Résoluble numériquement & une précision € prés, en
temps polynomial en N = O(n9) et log(1/e).
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Certificat de positivité

Soit p € R[X], soient p1, ..., pm € R[X].
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Certificat de positivité

Soit p € R[X], soient p1,...,pm € R[X]. On note
K:=5(p1,-...Pm)
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Certificat de positivité

Soit p € R[X], soient p1,...,pm € R[X]. On note
K:=5(p1,-...Pm)

Théoréme (Positivstellensatz)

Vx € K, p(x) > 0 ssi
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Certificat de positivité

Soit p € R[X], soient p1,...,pm € R[X]. On note
K:=5(p1,-...Pm)

Théoréme (Positivstellensatz)

Vx € K, p(x) > 0 ssi Jo,py € X tels que

p (ZUJPJ> = 1+ZPJPJ-
J J
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Certificat de positivité

Soit p € R[X], soient p1,...,pm € R[X]. On note
K:=5(p1,-...Pm)

Théoréme (Positivstellensatz)

Vx € K, p(x) > 0 ssi Jo,py € X tels que

p (ZUJPJ> = 1+ZPJPJ-
J J

Remarques :

@ Bornes sur les degrés des o et pj.
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Certificat de positivité

Soit p € R[X], soient p1,...,pm € R[X]. On note
K:=5(p1,-...Pm)

Théoréme (Positivstellensatz)

Vx € K, p(x) > 0 ssi Jo,py € X tels que

p (ZUJPJ> = 1+ZPJPJ-
J J

Remarques :

@ Bornes sur les degrés des o et pj.

e Décidable par un programme semi-défini, de grande taille
(nombre de sommes de carrés = 2MF1),
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Le Positivstellensatz de Putinar

Théoreme (Positivstellensatz de Putinar)
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Le Positivstellensatz de Putinar

Théoreme (Positivstellensatz de Putinar)

On suppose que |'un des ensembles S(p;) est borné.
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Le Positivstellensatz de Putinar

Théoreme (Positivstellensatz de Putinar)

On suppose que |'un des ensembles S(p;) est borné. Alors

m
p > 0 sur K = Jog,0; € X t.q. p:Uo—i-Zajpj.
i=1
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Le Positivstellensatz de Putinar

Théoreme (Positivstellensatz de Putinar)

On suppose que |'un des ensembles S(p;) est borné. Alors

m
p > 0 sur K = Jog,0; € X t.q. p:Uo—i-Zajpj.
i=1

Remarques :

@ Bornes sur les degrés des oq et o; p;.

@ Nombre de sommes de carrés = m 4+ 1.
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Application a |'optimisation polynomiale
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Application a |'optimisation polynomiale

But : calculer p™" := inf{p(x) | x € K}
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Application a |'optimisation polynomiale

But : calculer p™" := inf{p(x) | x € K}

Soit xp € R”, p(x) := ||x — xo||?, alors p™" = d(xg, K)?.
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Application a |'optimisation polynomiale

But : calculer p™" := inf{p(x) | x € K}

Soit xp € R”, p(x) := ||x — xo||?, alors p™" = d(xg, K)?.

Idée :

p™m = sup{\| p—A>0}
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Application a |'optimisation polynomiale

But : calculer p™" := inf{p(x) | x € K}

Soit xp € R”, p(x) := ||x — xo||?, alors p™" = d(xg, K)?.

Idée :
p™m = sup{\| p—A>0}
= sup{A|p—A>0}
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Application a |'optimisation polynomiale

On suppose que |'un des ensembles S(p;) est borné.

But : calculer p™" := inf{p(x) | x € K}

Soit xp € R”, p(x) := ||x — xo||?, alors p™" = d(xg, K)?.

Idée :
p™m = sup{\| p—A>0}
= sup{A|p—A>0}
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Application a |'optimisation polynomiale

On suppose que |'un des ensembles S(p;) est borné. On pose
Po ‘= 1.
But : calculer p™" := inf{p(x) | x € K} = min{p(x) | x € K}.

Soit xp € R”, p(x) := ||x — xo||?, alors p™" = d(xg, K)?.

Idée :
p™m = sup{\| p—A>0}
= sup{A|p—A>0}

m
sup{\ | p— A= Zajpj, gieX}
i=0
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Application a |'optimisation polynomiale

On suppose que |'un des ensembles S(p;) est borné. On pose
Po ‘= 1.
But : calculer p™" := inf{p(x) | x € K} = min{p(x) | x € K}.

Soit xp € R”, p(x) := ||x — xo||?, alors p™" = d(xg, K)?.

Idée :
p™m = sup{\| p—A>0}
= sup{A|p—A>0}

m
sup{\ | p— A= Zajpj, gieX}
i=0

Probléme : Bornes sur les degrés?
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Application a |'optimisation polynomiale

On suppose que |'un des ensembles S(p;) est borné. On pose
Po ‘= 1.
But : calculer p™" := inf{p(x) | x € K} = min{p(x) | x € K}.

Soit xp € R”, p(x) := ||x — xo||?, alors p™" = d(xg, K)?.

Idée :
p™m = sup{\| p—A>0}
= sup{A|p—A>0}

m
sup{\ | p— A= Zajpj, gieX}
i=0

Probléme : Bornes sur les degrés?

Solution : Constituer une suite de problémes d'optimisation
semi-définie bornés (méthode de Lasserre).
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Relaxations

On note

pi" = sup {A |l p=A=) ojp, 0;€X, deg(ojp) < k}
i=0
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Relaxations

On note

m
PR i=supa A p=A=) ojp;, o €T, deg(ojp) <k
i=0

min

Calculer p" revient a résoudre le probléme d’optimisation
semi-définie suivant :
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Relaxations

On note

pi" = sup {A [p=A=) op, o;€X, deg(ojp) < k}
i=0

Calculer p,’(""” revient a résoudre le probléme d'optimisation
semi-définie suivant :
Trouver le supremum, pour Q; € My, (R) symétriques, de la
quantité > 7 tr(Q;Gy) avec

o Q; semi-définies positives,

o Va#0,>", tr(QjGh) = pa-

ou N; dépend de k.
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Convergence

Théoréme (Lasserre)

La suite (p,’j”'”)k converge vers p™",
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Convergence

Théoréme (Lasserre)

La suite (p,’j”'”)k converge vers p™",

Remarques :
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Convergence

Théoréme (Lasserre)

La suite (p,’j”'”)k converge vers p™",

Remarques :
o Algorithmes (GloptiPoly).
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Convergence

Théoréme (Lasserre)

La suite (p,’j”'”)k converge vers p™",

Remarques :
o Algorithmes (GloptiPoly).

e Méthode pour le cas général (non-compact).
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