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Polynômes à coefficients réels en plusieurs variables

R[X ] = R[X1, . . . ,Xn] := {polynômes en n variables à coefficients réels}.

Exemples

p = X 2 + 1 ∈ R[X ]

p = Y 2 − X 3 ∈ R[X ,Y ]

p = X 2 − Y 2Z ∈ R[X ,Y ,Z ]

Si p ∈ R[X ], p s’écrit
p =

∑
finie

aαX
α,

où Xα := Xα1
1 · · ·Xαn

n si α = (α1, . . . , αn), et on note

deg(P) := max
α

(α1 + . . .+ αn).
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Systèmes d’équations polynomiales

Soient p1, . . . , pm ∈ R[X ].

On note V (p1, . . . , pm) l’ensemble des
solutions x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn du système

p1(x) = 0
...
pm(x) = 0

Définition
V (p1, . . . , pm) est appelé un ensemble algébrique réel.

Remarque : V (p1, . . . , pm) = V (p2
1 + . . .+ p2

m).
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Exemples

V (Y 2 − X 3) :

V (X + Y 2 − X 3) :
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Exemples

V (X 2 + Y 2 + Z 2 − 1) :

V (16(X 2 + Y 2)− (X 2 + Y 2 + Z 2 + 3)2) :
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Exemples
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Certificat de non-existence de solution

On note

Σ :=

{∑
finie

q2
j | qj ∈ R[X ]

}
.

Théorème (Nullstellensatz réel)

V (p) = ∅ ssi ∃q ∈ R[X ],∃σ ∈ Σ tels que

−1 = σ + qp.

Remarque : Bornes sur les degrés de σ et q.
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Systèmes d’inégalités polynomiales

Soient p1, . . . , pm ∈ R[X ]. On note S(p1, . . . , pm) l’ensemble des
solutions x ∈ Rn du système

p1(x) ≥ 0
...
pm(x) ≥ 0

Définition
S(p1, . . . , pm) est appelé un ensemble semi-algébrique (fermé
basique).

Remarque : V (p) = S(p,−p).
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Exemples

S(Y ) :

S(X ,Y ) :
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Exemples

S(1− X 2 − Y 2) :

S(1− X 2 − Y 2,X 2 + Y 2 − 1
4 ,X ,Y ) :
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Certificat de non-existence de solution

Soient p1, . . . , pm ∈ R[X ]. Pour J ⊂ {1, . . . ,m}, on note
pJ :=

∏
j∈J

pj .

Théorème
S(p1, . . . , pm) = ∅ ssi ∃σJ ∈ Σ tels que

−1 =
∑

J

σJ pJ .

Remarque : Bornes sur les degrés des σJ .
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Somme de carrés et matrices semi-définies positives

Soit p =
∑

α pαX
α ∈ R[X ], deg(p) ≤ d .

On note

p =
∑
α

pαX
α = tp x = tx p.

où

x := t(Xα) = t(1,X1, . . . ,Xn,X
2
1 ,X1X2, . . . ,X

d
n ) ∈ RN

p := t(pα) ∈ RN ,

avec N :=
(n+d

d

)
.
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Somme de carrés et matrices semi-définies positives

Soit qj ∈ R[X ], deg(qj ) ≤ d .

Alors

Σ 3
∑

j

q2
j =

∑
j

tx qj
tqj x = tx

∑
j

qj
tqj

 x =: txQx

où Q ∈ MN(R) est semi-définie positive i.e. ∀v ∈ RN , tvQv ≥ 0.
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Somme de carrés et matrices semi-définies positives

Soit p ∈ R[X ] de degré 2d .

Proposition

p ∈ Σ ssi ∃Q ∈ MN(R) semi-définie positive telle que tp x = txQx.

Remarque : tp x = txQx ssi

∀α, pα =
∑

µ+ν=α

Qµ,ν .
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Somme de carrés, matrices semi-définies positives et
optimisation semi-définie

Déterminer si p ∈ Σ revient à résoudre le problème

d’optimisation
semi-définie

Trouver Q ∈ MN(R) symétrique telle que
Q est semi-définie positive,
∀α, tr(QHα) = pα.

Remarque : Résoluble numériquement à une précision ε près, en
temps polynomial en N = O(nd ) et log(1/ε).
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Certificat de positivité

Soit p ∈ R[X ], soient p1, . . . , pm ∈ R[X ].

On note
K := S(p1, . . . , pm).

Théorème (Positivstellensatz)

∀x ∈ K , p(x) > 0 ssi ∃σJ , ρJ ∈ Σ tels que

p

(∑
J

σJ pJ

)
= 1 +

∑
J

ρJ pJ .

Remarques :

Bornes sur les degrés des σJ et ρJ .
Décidable par un programme semi-défini, de grande taille
(nombre de sommes de carrés = 2m+1).
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Le Positivstellensatz de Putinar

Théorème (Positivstellensatz de Putinar)

On suppose que l’un des ensembles S(pj ) est borné. Alors

p > 0 sur K ⇒ ∃σ0, σj ∈ Σ t.q. p = σ0 +
m∑

i=1

σjpj .

Remarques :

Bornes sur les degrés des σ0 et σj pj .
Nombre de sommes de carrés = m + 1.
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Application à l’optimisation polynomiale

On suppose que l’un des ensembles S(pj ) est borné. On pose
p0 := 1.

But : calculer pmin := inf {p(x) | x ∈ K} = min{p(x) | x ∈ K}.

Exemple

Soit x0 ∈ Rn, p(x) := ||x − x0||2, alors pmin = d(x0,K )2.

Idée :

pmin = sup{λ | p − λ ≥ 0}
= sup{λ | p − λ > 0}

= sup{λ | p − λ =
m∑

i=0

σjpj , σj ∈ Σ}

Problème : Bornes sur les degrés ?

Solution : Constituer une suite de problèmes d’optimisation
semi-définie bornés (méthode de Lasserre).
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Relaxations

On note

pmin
k := sup

{
λ | p − λ =

m∑
i=0

σjpj , σj ∈ Σ, deg(σjpj ) ≤ k

}

Calculer pmin
k revient à résoudre le problème d’optimisation

semi-définie suivant :

Trouver le supremum, pour Qj ∈ MNj
(R) symétriques, de la

quantité
∑m

j=0 tr(QjG
j
0) avec

Qj semi-définies positives,

∀α 6= 0,
∑m

j=0 tr(QjG
j
α) = pα.

où Nj dépend de k .
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Convergence

Théorème (Lasserre)

La suite
(
pmin

k

)
k
converge vers pmin.

Remarques :
Algorithmes (GloptiPoly).
Méthode pour le cas général (non-compact).
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