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;{j Lois de conservation m

L.sie

N

Une loi de conservation d'un EDP E(y,u,u, ..., y(

P
une fonction vectorielle F(y, u, i, . ..) telle que

Div F=0 c-a-d DiF' + DyF? + -+ D,F" =0

deés que u(y) est solution.

+ uf

14}
Differentielle totale D; = — + u;? g
ou? u Buj’?

dy'

+ ...

e Si y est le temps alors F est une fonction constante: D;F =0
e Siy=(t,x) et F=(F' —F) alors D;F' = Div, F*

d
ou (variation de la densité totale) — / 4 i F*dx (flux)
dt Ja 00
e Meilleure comprehension de I'évolution d'un systeme

Etude de I'intégrabilité, existence de solution, stabilité, ...
Développement de schémas numériques robustes
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f‘ 3 (Premier) Théoréme de Neether m

Probléme variationnel

> E:/L[y,u,u,...,U(p)]dy
Q
> 0L=0 = EL(y,u, &, .., up)) =0

oL oL
EilJ L :——D-(—)

Cdu? Ou? "\ ou?

1

Théoreme de Ncether
Groupe de symétrie variationnelle de £ <= Loi de conservation de EL =0




(Premier) Théoréeme de Noether

Théoréeme de Ncether

Groupe de symétrie variationnelle de £ <= Loi de conservation de EL =0

» Groupe de transformations (locales) a un paramétre
G={ & :(u)—(yly,ue), tly,ue) }

> G groupe de symétrie variationnelle si

AT dA:/L i eos ]
/ﬁ V. 4,..., Ul dy ; ysus .oyl dy




A

aSIFE

» Générateur infinitésimal de G  (avec ge—o = id)
;0 , 0 R .oy , oul
X=§6—y,-+77 EWE on ¢ = ¢ =0 M7= g le=0

. 0
e Translation: (y, u) — (y + €, u), Ke= 3y

. : 0 0
e Dilatation: (y, u) — (e“¢y, &% u), A= aya—y 'y ﬁu%
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» Générateur infinitésimal de G
X = E’ 9 5 0 ol
” ou?

> Prolongatlon

)
prX =X+1nj

“ 3 Groupe de transformations 3 un paramétre m

(avec ge—0 = id)

ou? ol nj=D,Q+&uj;
» Caractéristique: (Q',..., Q™) avec Q= —¢u?
. 0
e Translation: (y,u) — (y + ¢, u), K= v
3
e Dilatation: (y, u) — (e“y, €% u) A= ozyE + ﬁuE
Y 9 ) ay 8”
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1 i“"” ‘Groupe de transformations a un parametre m
aSIE
» Générateur infinitésimal de G  (avec ge—o = id)
0 9 oy .o
X = f - +n° EE oo {'= Be le=0> M7= 5 le=0
> Prolongatlon
B \ .
er=><+773’6,uj o 1j=D;Q+¢&uj;
» Caractéristique: (Q',..., Q™) avec Q= —¢u?
. 0
e Translation: (y,u) — (y + ¢, u), K= v
Yy
N 0 0
e Dilatation: (y, u) — (e*y, &5 u), X = ayo- + Bu—
Y

G (connexe) est un groupe de symétrie variationnelle <=

(prX)-L+LDivE=0




g

el de Mezihen

. 1o} o , ) .
Six= 5o+ générateur d'un groupe de transformations alors
y u

(prX)- L+ LDiv¢ = Q?EL, + DivP

» @ caractéristique de X
» P terme de bord résultant d'une intégration par parties

Sip=1, P =¢1L+Q°

oL
ou?

v

G symétrie variationnelle <= DivP =0 : loi de conservation
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Identité de Ncether

. 1o} o , ) .
Six= 5o+ générateur d'un groupe de transformations alors
y u

(prX) - L+ LDivE = Q?EL,+ Div P

» @ caractéristique de X
» P terme de bord résultant d'une intégration par parties

Sip=1 P =¢L+Q?

0

7]

L
a
u;

G symétrie variationnelle <= DivP =0 : loi de conservation

G est un groupe de symétrie de divergence s'il existe B tel que
(prX)- L+ LDivé = DivB

Dans ce cas, la loi de conservation est P — B

Dans le théoréeme de Neether, symétrie variationnelle veut dire symétrie de divergence généralisée




L Aot

» Position de la particule: v = u(t)

1 m mu
L=|i||? - —, EL=i+ —==0
2 [[ull [Jull®

0
Translation temporelle X = — énergie: 2/2
« Transiation temporelle X = - 4 énergie: 4P/

o 777 4—> Runge-Lenz: mis x (u x i1) — m

4—) moment cinétique: u x i



LaSIE

» Position de la particule: v = u(t)

m

1
L= il -
A P

0
e Translation temporelle X = 7%

“ Probléeme de Kepler m

mu
EL=i+ =
[ul]®

) énergie: ||ul?/2

0 8
e Rotation X = u'— — s(g)z moment cinétique: u X U
ow 8u’ q
. AT ST
o 777 4—> Runge-Lenz: mis x (u x i) —m il

> Symétrie variationnelle généralisée

0
X=(@u—-2u® i+ (u-i)ld)-—

(prX)-L+LDivE=0

ou
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Y 1% Extension 3 un probléme non variationnel m
LaSiE
E[U]EE(y,u,...,U(p)):o (1)

Condition de Helmholz

(1) est I'équation d'Euler-Lagrange d'un probléme variationnel
<> la dérivée de Fréchet de E est auto-adjointe.
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‘ |. ’i Extension a un probleme non variationnel m
a

SIE
Elu] = E(y,u,...,upy) =0 (1)

Condition de Helmholz

(1) est I'équation d'Euler-Lagrange d'un probléme variationnel
<> la dérivée de Fréchet de E est auto-adjointe.

e Variable adjointe: v = (v!,..., v™)

e “Bilagrangien™:
Lly,u,...,up),vl=v-E

— T

oL oL .
R_E[u]—o E_E[uv]—O

L peut étre modifié



> Equation de Ia Chaleur (Kolsrud, Ibragimov, Brandao)
* E[u] =u—kux=0
* E*[u,v]=vi + kvixk =0
* Llu,v] = 3 (uev — uve) + Kuevx

> Equation de Burgers (Kolsrud, Ibragimov, Brandao)
* E[u] =u+uux — kU =0
* E*[u,v] = vi+ uvk + kv =0
* Llu,v] =3 (vue — uve) + Kuevie + 2 (uv — vay)
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Exemples m
aSIE
| 2 Equatlon de la chaleur (Kolsrud, Ibragimov, Brandao)
* E[u] =ur—kuu=0
* E*[u,v] =

Vi + kv = 0
* Llu,v] =3 (uev — uve) + Kuevk
» Equation de Burgers

(Kolsrud, Ibragimov, Brandao)
* E[u] = us+ uuy — Kue =0
* E*[u,v]=vi+ uvx + KV =0

* Lu,v] = % (vur — uve) + Kux vy + %(uvx — vuy)
> Equation de NaVier-StOkeS (Hamdouni, Razafindralandy)
*  E[u,p]: 3t + (Vu)u + Vp—uAu_O divu=0
* E*[u,p,v,q]:

v
— +(Vv)u ("Vu)v+ quJrVAv =0

. L du dv qg u-
_2 & T E )T\

dIVu—deVV-i-UtI’ VuVv
P 2) p ¢ )

divv =0



Comment trouver des symétries varlatlonnelles/de divergence ?

Groupe de symétrie de divergence de £L = Groupe de symétrie de EL =0

» Chercher parmi les groupes de symétrie de EL = 0
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Comment trouver des symétries varlatlonnelles/de divergence ?

Groupe de symétrie de divergence de £L = Groupe de symétrie de EL =0

» Chercher parmi les groupes de symétrie de EL = 0

Groupe de symétrie dynamique d'une EDP

o E[ul = E(y,u,...,upy) =0 (1)
«G=1{ g: (y,u)— (78) }
e G est groupe de symétrie dynamique de (1) si

E(y,u,...1Up) =0 dés que E(y,u,...,up) =0
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b))
)

Comment trouver des symétries varlatlonnelles/de divergence ?

Groupe de symétrie de divergence de £L = Groupe de symétrie de EL =0

» Chercher parmi les groupes de symétrie de EL = 0

|

Groupe de symétrie dynamique d'une EDP

o E[ul = E(y,u,...,upy) =0
eG={ g: (y,u)— (1) }
e G est groupe de symétrie dynamique de (1) si

(1)

E(y,u,...1Up) =0 des que E(y,u,...,up) =0

Comment calculer les groupes de symétrie de (1) ?

N
) |
.

e G groupe de transformation de générateur infinitésimal X =

e G groupe de symétrie de (1) alors
(prX)-E=0 des que E(y,u,...,up) =0

§—+n—

(sous conditions)

A,




b))
)

Comment trouver des symétries varlatlonnelles/de divergence ?

Groupe de symétrie de divergence de £L = Groupe de symétrie de EL =0

» Chercher parmi les groupes de symétrie de EL = 0
Groupe de symétrie dynamique d'une EDP
o E[ul = E(y,u,...,upy) =0 (1)
eG={ g: (y,u)—(y,u) }
e G est groupe de symétrie dynamique de (1) si

E(y,u,...1Up) =0 des que E(y,u,...,up) =0

|

Comment calculer les groupes de symétrie de (1) ?

N
) |
.

e G groupe de transformation de générateur infinitésimal X = g— +n—.

e G groupe de symétrie de (1) alors (sous conditions)
(prX)-E=0 des que E(y,u,...,up) =0

A,

Connaissant X on détermine (la composante connexe de) G en résolvant
dy ~ du
e =&y, ), @:ﬂ(% ), y(e=0)=y, U(e=0)=



Groupe de symétrie des équations de Navier-Stokes ’
ou
ot

+ div(u® u) + %Vp —vAu =0,

Translation temporelle:
Translation de pression:

Rotation:

Transformation galiléenne généralisée:

Transformation d'échelle:

Transformation équivalente:

divu=0

(t7X7 u, P) = (t+67Xa UaP)

(t,x, u, p+((t)
(t, Rx, Ru, p

(t, x+a(t), uta(t), p—px.d(t
(a%t, ax, a~lu, a

(t, ax, au, a’p, a

-2

2

p

14

)
)

)

)
)




10/22

Groupe de symétrie des équations de Navier-Stokes

du . .
E—i—dlv(u@u)—i—%Vp—VAu:O, divu=0

e Translation temporelle: (t,x, u, p) — (t+e, x, u, p)
e Translation de pression: (t,x, u, p+C(1))
e Rotation: (t, Rx, Ru, p)
e Transformation galiléenne généralisée:  (t, x-+a(t), u+c(t), p—px.d(t))
e Transformation d'échelle: (a%t, ax, a~lu, a?p)
o Transformation équivalente: (t, ax, au, a’p, a’v)

Autres symétries:
e Reflections (t, Ax, Au, p)

N = diag(£1, £1, £1)

e 2D material indifference (t, R(t)x, R(t)u, p+ —3wi + w?|x||?)

R(t) rotation plane d'angle wt, 1 fonction de courant
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‘ ‘fiﬁ'ExempIe de groupe de symétrie d'une EDP m

aSlE

Groupe de symétrie des équations de Navier-Stokes anisothermes

%—l— div(u®u)+%Vp—uAu+Bg983 =0, g—i- div(uf) — kA = 0, divu=0
e Translation temporelle: (t+e, x, u, p,0)
e Translation spatiale: (t,x + xo, u, p, 6)
e Translation de pression : (t,x, u, p+C(1),0)
e Translation pression-temperature: (t, x, u, p+eBx3,0 + €/p)
e Transformation galiléenne généralisée : (t,x+a(t), u+a(t), ptpx. d(t),é’)
e Rotation horizontale: (t,Rx,Ru, p, 0)
e Transformation d'échelle: (e*t,e°x, e “u, e 2p,e—3<9)
e Transformation équivalente: (t,ecx, ecu, e*p, e, e, e%%)

8= Groupe de Lie de dim 8 et 4 groupes de dim infinie )
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‘ l;ﬂj Importance des groupes de symétrie m
hd

SIE

> Le groupe de symétrie encode des propriétés physiques importantes

* Principes physiques fondamentaux (invariance galiléenne, d'échelle, ...)

* Solutions autosimilaires (vortex, chocs, ...)

% En turbulence: lois de paroi, loi d'échelle, ...
e Loi linéaire: U = Gixx + G, O=0GCx+ G
e Loi logarithmique : U1 = GiIn(xe + b) + G, © = G[x + b]_1 + G
¢ Loi exponentielle: U= Gexp(Cx)+ G, © = Gexp(2Cx) + G
e Loien puissance: Ui = Ci(xx+b)*+ G, ©=G(x+ b)2é’71 + G

» Construction de modeles de turbulence

» Construction de schémas numériques robustes



Groupes de symétrie des équations de Navier-Stokes + équations adjointes

Ou 1
— + (Vu)u+ -Vp —vAu =0, divu=0
ot p
ov 1
B + (Vv)u — ("Vu)v + Vg + vAv =0, divv =0
p
1o} 0
> — t)— t)—
50 " )ap, o( )aq
.0 . N 0 .
> W’w +p(w’u’—w{x’)%, i=1,2,3
.0 ;0 -
> xI— —x'— + p(xu — x uf)— (i,4) € {(1,2),(2,3),(3,1)}
ov' ovd
.0 .0 .0 .0 .0 .0
> J— Xl wW— —u— W— —v'— iy j 1,2),(2,3),(3,1
it el el (,7) €{(1,2),(2,3),(3,1)}
L ) 123
Ox! tou P “op’ -
0 « O « 0 0 1o}
» 21—a + ﬂ —u W — 2p8—p — qa—q (somme sur k)
0 0
> km aF q% . (somme sur k)

ot 7(t), (t), wi(t) et z/(t) sont des fonctions arbitraires du temps
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;{j Symétries de Navier-Stokes + adjointes

Groupes de symétrie des équations de Navier-Stokes + équations adjointes

ot

ot

1
+ (Vu)u+ -Vp —vAu =0,
p

1
Y + (Vv)u— ("Vu)v+ -Vg+vAv =0,
p

Translation temporelle:

Translation sur la pression:

Translation sur la pression adjointe:

1-¢re translation sur (v, g):
ol w(t) est une fonction arbitraire de t

2-&me translation sur (v, q):
ol w est un parameétre vectoriel

Rotation de matrice constante R:

Transformation galiléenne généralisée:
ol z(t) est une fonction arbitraire de t

1-ére transformation d’échelle:

2-éme transformation d’échelle:

divu=0

divv =0

(tyX7 u,p,v, CI) = (t+€7X7 u,p,Vv, q)

(t,x, u, pt7(t), v, q)
(t,x, u,p, v, g+p(t))

(t7X7 u, p, v+w, g+pw - u — pwe - X)
(t, x, u, p, vtw X X, g+px - w X u)

(t7 Rx, Ru, P; Rv, q)
(t,XJrZ, u+ze, p+pzit - X, v, q)

(e®bt,ePx, e Pu,e=2bp v,ebq)
(ta X, U, p, €°V, ecq)J
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Y i"""’" : Calcul de lois de conservation m

Urivaratd L Ruchaie

» Chercher parmi (les combinaisons de) ces symétries celles qui sont

* symétries variationnelles ou symétries de divergence
* c-a-d qui vérifient (prX)-L+ LDivé =DivB

; . . oL
» Loi de conservation: F=P—B avec P =¢L+(n?—-¢ uj’) 5,7




L, .0 .0 . . .0
o Générateur Vjj = X/ — — x'— + p(Xu' — x'/)— (i,4) € {(1,2), (2,3), 3, 1)}

v ovi dq

e Translation :  (t,x,u,p,v,q) — (t,x,u, p, v+w X x, g+px - w X u)




g
‘ 1 *ﬁ;ﬁj; Quelques lois de conservation m
aSIE
;2 j 9 i 9 gl i) 2
o Générateur Vj; = x ikl + p(xu’ —x u’)% () € {(1,2),(2,9), (3, 1)}

e Translation :  (t,x,u,p,v,q) — (t,x,u, p, v+w X x, g+px - w X u)

> (i) = (1,2)
e Symmetrie de divergence: prVis- L+ LDivé = DivB ol
1 0
1 2
1,21 12| U] U
B = 5(x*u" — x'u?) 2 vl _p
u? 0
1 0 0
1 2 2,1 _ 1,2
— DL, 2y |U | _P| X XUy — X uy
(] P— (X u u ) u2 P 7X1 + v X2U% 7X1[_]§
u? 0 x2ud — xtul

e Loi de conservation locale: Div(P — B) =0
> (i) =(23) et (i))=G1): ...



Gé teur Ro ;0 w0l 0 ;0 . 0 ;0

. ® Générateur =xI— — —u— V— =V —,
g oxi oxi ou’ ow ov! ovJ

(i) € {(1,2),(2,3), (3, 1)}

e Rotation (t, x, u, p, v, q) — (t, Rx, Ru, p, Rv, q)




0 -0 -0 ) 9] -0
.o Générateur Rj =x/ — —x'— + U i — i

i — —
ox' Ox ou’ ow ovi ovJ
(i,0) € {(1,2),(2,3),(3,1)}

O ROtation (t7 X? u? p7 V7 q) H (t7 RX? Ru7 p’ RV’ q)
» (i,j) =(1,2)

e  Symmetrie variationnelle:  prRiz- L+ LDivé =0

e Loi de conservation non locale avec
u2v1—u1v2+% (V'R( )u—u R(O) )

oL oL oL oL oL oL
2 1 (0), k 2 1 (0) k
L+ u? a—u%—u a—u%—&-Rlzu e k—i—v 87\/11_‘/ 8—‘/12+R12v 87\/1“
P=
oL oL oL oL oL oL
A= = RO 2 T a7 ROk P
e e T e T T a2 T T2Y Gk
oL L oL oL L oL
2 1 (0), K 2 1 (0) K
—_— E— —_— + —_—
“ 8ué “ 8u§ 124 6u§ Ty Bvé v 8v§ 12" 6v3k
. .0
ou Rf.jo) =x/ — x' — est la partie basique de R;

4 Oxd
N )2 ET
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A

e Générateur S; = 2t 0 4 0 2 0 0
=2t— +X— —U— —2p— — q—
VT T ox  You  Pap  Taq

e lére transformation d'échelle: (e?°t,elx, e Pu, e ?Pp,v,e 2q)

prSi- L+ LDivE =2L % n'est pas une symétrie de divergence



My

-
W

- 0 0 0 0
e Générateur S; = 2t§ +X& —ug - 2pa—p - q%

-

b b

e 1ére transformation d'échelle: (e?°t,ePx, e Pu,e 2 p,v,e 2q)

prSi- L+ LDivE =2L g)z n'est pas une symétrie de divergence

0 0

e 2¢re transformation d'échelle: (t,x, u, p,ev,eq)

prSo- L+ LDivE=1L # n'est pas une symétrie de divergence



’\i"\
IN §En l@

Générateur S; = 2t— 0 + 0 0 2 g g
[ ] = — _ - -
AerateUr o1 = S ot " *ox ~ “ou  Pap  95q

e 1ére transformation d'échelle: (e?°t,ePx, e Pu,e 2 p,v,e 2q)

prSi- L+ LDivE =2L g)z n'est pas une symétrie de divergence

0 0

e 2¢re transformation d'échelle: (t,x, u, p,ev,eq)

prSo- L+ LDivE=1L # n'est pas une symétrie de divergence

Mais: S =S; — 2S;
prS-L+4 LDivE =0 == symétrie variationnelle



i
,l!

0 0 0 0 0

1o}

Générat S=2t fx— U —2p— — G — 2V —2q—
o (Generateur ot +X8X u(?u pap qa(7 Vav q&7
e Transformation d'échelle: (e?°t,ebx, e Pu,e 2 p,e 2Py, e=3Pq)

e Symétrie variationnelle: prS- L+ LDivE =0
o F=(F° FY F2 F3)T avec

FO=Z(u-v)+t(u-ve—u-v)+x- (V% —(Vu)v)

Fi=xiL—U- [ae,-+% +uv,} v [—gei—% +uu,-] . i=1,2,3,
ol U= u+2tu; + (Vu)x, V =2v+2tv; + (Vv)x




And ia ia i 9 ;
- o Générateur Z;:za—l—ztﬁ—px Zit g i=1,2,3

e Transformation galiléenne généralisée: (t,x+z, u+zi, p+pzi - x, v, q)




. o) .0 .0
. o Générateur Z; = z' — + zZ!

8Xi t% —leZl’:taip, l:1,2,3

e Transformation galiléenne généralisée: (t,x-+z, u+z, p+pzie - x, v, q)

»i=1
e Symmetrie de divergence: prZ;-L+ LDivé = DivB ol
1
1
u
B = —%ztl vt 2
B
e Prenons z! constante

e Loi de conservation non locale avec
5(v1-u—u1~v),
LJrful(vl-uful-v)721/u1-v17u%5+v1157 5:P+P%
P=
1 _ — _ .
—u¥(vi-u—u-v)—v(u-va+ - vi) — 3G+ V2B, g=q—p%

i

§u3(v1~u—u1~v)—y(u1-V3+U3~v1)—ufﬁ+ vfﬁ.

»i=23 ... » z non constante ...




» Résumé de la démarche

NS[u,p] =0
NS*[u,p,v,q] =0

T \

L[t xu,p L[t, x, u, p, v, q] —— Symétries variationnelles

NS[u,p] =0 —— { ——— Symétries dynamiques

Noether

Lois de conservation

» Comment interpréter ces lois de conservation ?
» Non exhaustif



aSIE

Aintvarats La Ruchas

» Danslecasoutv=0

* Les équations d'Euler dérivent d'un lagrangien au sens variationnel
d'Euler-Poincaré
ou 1 )
e Eq d’Euler: B + (Vu)u+ ;Vp:O, divu=0
e Lagrangien: L= 1||v|]

* Théoréme de Ncether pour les équations d'Euler-Poincaré ?
* Comparer avec les lois précédentes avec v = 0



Conclusion (suite) m

* Les équations d'Euler dérivent d'un lagrangien au sens variationnel
d'Euler-Poincaré

-
!

3 W

I
Las/iE

4

» Danslecasoutv=0

Ou 1
e Eq d'Euler: B + (Vu)u+ ;Vp =0, divu=0
e Lagrangien: L= 1||v|]

* Théoréeme de Ncether pour les équations d’Euler-Poincaré 7
* Comparer avec les lois précédentes avec v =0

> |l existe d'autres méthodes pour obtenir des lois de conservation
Ex: Facteurs intégrants A: MNE'"=DivF

» Théoréme de Noether discret

* Travaux en cours (Palafox, Cresson, Hamdouni, Razafindralandy)
* Schémas numériques préservant les lois de conservation



