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LOI DE COMPORTEMENT ET TENSEURS

L'état mécanique d'un matériau est décrit par des lois de
comportement, modélisées par des tenseurs.

Exemples

Electromagnétisme Elasticité
d=S.e c=E:¢€

Piezoélectricité
d=P:o

[tenseur d’ordre 2] [tenseur d'ordre 4] [tenseur d’ordre 3]
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PROBLEMATIQUE

® Un tenseur constitutif mesuré n'a pas de symétrie matérielle
mais a une symétrie attendue.

® Une question naturelle est de déterminer le tenseur constitutif,
avec une symétrie matérielle donnée, le plus proche d'un
tenseur mesuré.




STRATES D’ISOTROPIE

N

G 1%
~—~— ~—
SO(3),0(3) espace des tenseurs

® Groupe de symétrie de T :

[GT:{QEG; g*T:T}}.

e T, and Ty ont méme classe de symétrie si

3¢; G, = gGm,g™" |

e Strate d’isotropie : L'ensemble de tenseurs ayant méme classe
de symétrie [H]

[E[H] ={TeV; GrD gHg !, g ¢ G}]
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DISTANCE AUX STRATES D’ISOTROPIE

Etant donné un tenseur expérimental Ty ayant une symétrie attendue
[H], le probleme est de déterminer le tenseur le plus proche de T
appartenant a Xp.

La distance de T a la strate d'isotropie E[H] est donnée par :
(Gazis et al 1963, Francois et al 1998)

EZ(TO,E[H]) — min d(Ty,T)? = min |T0—T||j

TEE[H] TEE[H

Il suffit de minimiser la fonction polynomiale || Ty — T[> et en
déduire le tenseur le plus proche T* € ¥y de T.
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UN PEU DE BIBLIO

® Gazis et al 1963 : Notion de distance aux strates d'isotropie.

* Francois et al (1995,1998), Dellinger et al (1998,2005),
Moakher-Norris 2006, Bucataru-Slawinski 2008,
Kochetov-Slawinski 2009, Diner et al 2011 :
Paramétrisation des strates par leur formes normales et des
rotations par les angles d'Euler (probleme non polynomial,
minima locaux).
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UN PROBLEME D’OPTIMISATION

POLYNOMIALE

Dans les cas étudiés, les strates d'isotropie sont caractérisées par des
équations polynomiales (Olive et al 2021 en élasticité par exemple).

Le probleme est donc réduit a un probleme de minimisation d'une
fonction polynomiale sous des contraintes polynomiales :

(mm F(T); f(T) =Ty~ T||2]

TGZ[H]

ol X = {T € V; ¢(T) > 0}.
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METHODE DE LLASSERRE

® Ona

1=t {f(): z € K}

ou K ={zeR" gi(x) >0,....,g9m(x) >0}; fety
polynomiales.

® |a méthode de Lasserre consiste a construire une suite de
programmes semi-définis positifs (SDP) qui converge vers le
minimum recherché.

¢ Un programme semi-défini positif est un probleme
d’optimisation ou les contraintes sont données par des matrices
semi-définies positives.
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CONDITION A VERIFIER

Conditions a satisfaire par les contraintes g1, ..., gm :

[HN >0tq N->" X?e M(gl,.--,gmﬂ

ou
i=1

M(g1,-- -, Ggm) == {00 + Zaigi; 00, - ..,0m Sommes de carrés}

appelé module quadratique associé a ¢, ..., gm-

Cette condition est appelée condition Archimédienne.
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FORMULATION EN SDP

[f*:inf{f(x); .'L'EK}]

(pa = E{(F, 9): M, (g5 -9) = 0,3 = 0, m})

Y = (Ya)aenn € RY";
My, (g; - y) est une matrice symétrique de taille finie dont les
coefficients dépendent de g;, appelée matrice de moment;

> 0 signifie semi-défini positif;

<f>y>::: ji: JaYa-

aeN”

La suite (pq), est une suite croissante qui converge vers f*.
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APPLICATION : ELASTICITE

® |Le comportement élastique d'un matériau est décrit par le
tenseur d’élasticité (en base orthonormée) :

0ij = Lkl €kl
v . .
tenseur de contraintes tenseur de déformations

® On note par Ela I'espace vectoriel des tenseurs d'élasticité
(dim Ela = 21).

® Un tenseur d'élasticité est représenté par une matrice
symétrique (en notation de Kelvin)

Er111 E1122 E1133 V2E1123 V2E1113  V2E1112

E1122 E2222 E2233 V2E2223 V2E1203 V2F1222

[E] _ E1133 Ea233 Es3333 V2E2333 V2E1333 V2FE1233
V2E1123 V2E2223 V2FEa2333  2E2323 2E2331 2E2312

V2E1113  V2E1223 V2FEi1333  2FEa331 2F1313 2FE3112
V2E1112  V2E1222  V2F1233  2Ea312 2E3112 2E1212
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STRATES D’ISOTROPIE EN ELASTICITE

En élasticité, il y a 8 strates d’isotropie (Forte-Vianello 1996).

@ isotropic: [SO(3)]
@ tetragonal: [Dy]

monoclinic: [Zs)]

transversely isotropic: [O cubic:

trigonal: | @ orthotropic: [Dy]

triclinic: [1]
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TENSEUR D’ELASTICITE D’UN MONOCRISTAL

A BASE NICKEL

On considere le tenseur expérimental Eq d'un monocristal a base
Nickel (Frangois 1996) :

243 136 135 22 52 —I7
136 239 137 -28 11 16

| 135 137 233 20 —49 3

=1 2 —28 29 133 —10 -4 | GPa
52 11 —49 —10 119 —2
~17 16 3 -4 -2 130

Question :
Quel est le tenseur cubique le plus proche de Eq 7
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DECOMPOSITION HARMONIQUE

¢ [Ela peut étre décomposée en une somme directe d'espaces
irréductibles (Backus 1970) :

[Ela = H'(R?) @ HO(R®) © H2(R®) @ HP(R®) & H'(R®),

ol H™(IR?) : espace des tenseurs harmoniques (tenseurs
totalement symétriques de trace nulle) d'ordre n.

¢ E € Ela a pour décomposition harmonique :

[E =\ pd, Vv, H)]

ol A\, u € H'(R?), d’, v € H*(R?) et H € H*(R?).
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STRATE CUBIQUE

Theorem (Olive et al 2021) : Soit E = (\, u,d’, v/, H) € Ela,

[E est cubique <= d'=v' =0etd) = O}

ol d2 = HH, (dg)ij = HiquHpqrj et d/2 = d2 — %tl‘(dg)l

. P —
[E=(/\,I£zir’l,v',H)HE0 — L e (@ ) = 0]—> 21 variables

A=Xdg, p=po, d =v' =0

[m&nHHO —H|*tq d; = 0]—> 9 variables
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VERIFICATION DE LA CONDITION

ARCHIMEDIENNE

(Jeyakumar—Lasserre—Li 2018) Pour assurer la condition
archimédienne sur |'ensemble des contraintes

K ={H; dy(H) =0},

on utilise la coercivité de la distance (fonction a minimiser) en
ajoutant, a I'ensemble des contraintes K, |'inégalité redondante

[c—fzo avec ¢ > f(zo); o EK}

Une fonction f est coercive si lim f(x) = +o0.
fl]| =00
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RESULTAT : GLOPTIPOLY

¢ Entrée : GloptiPoly prend en entrée la fonction
f(H) = |[Hy — HJ|? et les contraintes

¢~ f(H) >0, dj=0,

e Sortie : un minimum égal a 2530.474727.
¢ Temps de calcul : 0.1 seconde.
® |e tenseur cubique le plus proche de E

240.130  144.442  125.760 6.396 41.973  —-21.161
144.442  223.956  141.934 —27.780 2.277 16.604
[E*] _ 125.760  141.934  242.638 21.384  —44.251 4.557 GPa
6.396 —27.780  21.384 133.268 4.557 2.277
41.973 2.277 —44.251 4.557 117.093 6.396

—21.161 16.60 4.557 2.277 6.396 135.775

e Distance relative : % = 0.103910.




CONCLUSION

[Distance aux strates d’isotropie]

Caractérisation des strates d'isotropie
par des équations polynomiales

[Probléme d'optimisation ponnomiaIe]

La distance est coercive

[Méthode de Lasserre]—> un minimum global

Application :
® En élasticité : monocristal a base Nickel,

® En piezoélectricité : wurtzite aluminium nitride (preprint
Arxiv).
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