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▪ Hyper-élasticité anisotrope covariante 
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Configuration matérielle Configuration eulérienne
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Transformation :

Application tangente F :

Rappels 
Transformations finies

Tenseur des déformations de Lagrange

Tenseur des contraintes de CauchySecond tenseur des contraintes de 
Piola-Kirschhoff (PK2)

ρ0                Masse volumique                     ρ

Tenseur des déformations d’Euler



S : le second tenseur des contraintes de Piola-Kirschhoff (PK2),  
D : taux de déformations matériel 
E : tenseur des déformations de Lagrange 

Hyper-élasticité

▪ Bilan de puissance sur la configuration matérielle :

▪ Transformations hyper-élastiques 
existence d’un potentiel :



si isotrope  
+ objectivité

n’est pas 
le bon 
objet ?

▪ A partir de :

b : tenseur de  
déformations 
eulérien

▪ Sur la configuration eulérienne :

avec

▪ Sur la configuration matérielle :

Hyper-élasticité et anisotropie  
Les difficultés
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v<<c 

Quasi-statique 
HPP 

OK 

Newton

HPP : Hypothèse des Petites Perturbations. 

v<<c 
Dynamique 

Transformations finies 

- Objectivité 
- Configurations (Euler/

Lagrange) 
- Anisotropie et 

description eulérienne 
du mouvement 

Hyper-élasticité et anisotropie  
Les difficultés
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Description 
espace-temps

RelativitéApproche classique

HPP : Hypothèse des Petites Perturbations.        

v<<c 

Quasi-statique 
HPP 

OK 

V ≈ c      Champ  
de gravitation 

Tout observateur : 
Covariance 

v<<c 
Dynamique 

Transformations finies 

- Objectivité 
- Configurations (Euler/

Lagrange) 
- Anisotropie et 

description eulérienne 
du mouvement 
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▪Variété différentiable 4D riemannienne M  
 tenseur métrique g de signature (1,-1,-1,-1) 

▪Un événement P : un point de M 

▪Un système de coordonnées défini pour un voisinage autours de P : 

▪Observateur : vecteurs de base dans l’espace tangent en P : 

▪Changement d’observateurs = transformation : 
 
où la matrice            appartient au groupe  

▪M  fibré principal sur M

𝐺𝐿(4,ℝ)

× 𝐺𝐿(4,ℝ)

Aspects géométriques

Covariance = invariance par changement d’observateurs 
= invariance par changement de coordonnées 4D



▪ Ligne d’univers

▪ Vitesse                       vecteur normé sans dimension
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X

X

x1

x2

x0
Ligne d’univers

Mouvement 
quelconque

Aspects géométriques

▪  Un corps     est un volume, sous espace 3D, de M 

▪ Il n’y a pas de notion de 
configurations dans une  
description espace-temps. 
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Temps

θ(0)=20°
C 
ambiante 

θ(tf)=30°
C 

θ(t)

Plaque trouée soumise à une 
variation de température

x

Illustration : calculs 
éléments-finis

y
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• Observateur propre          tel que

Aspects géométriques

x0+Δx0

Exemple avec  un glissement :

X1

X2 x2

x P(1,1)

en tout point 

• Matrice de passage F : et son inverse F’ 

x P(1,1) X2

X1
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Cinématique 
espace-temps

• Tenseur dont les composantes dans le système de 
coordonnés propre sont : 

Tenseur des déformations :

• Tenseur des déformations covariant

• Taux de déformations d :
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Plan
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▪ Conclusion 



• Conservation :
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Tenseur énergie-
impulsion

• Tenseur énergie-impulsion : 
Tenseur ordre 2 symétrique 

- Projection sur le temps, avec                               : 

- Projection sur l’espace :

Hyper-élasticcité : pas de dissipation : q = 0
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Plan

▪ Contexte 

▪ Aspects géométriques 
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Projection sur le temps : 

Densité d’énergie 
Hyper élasticité

• Densité d’énergie :
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Projection sur le temps : 

Densité d’énergie 
Hyper élasticité

• Densité d’énergie :

si isotrope  
+ objectivité
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Projection sur le temps : 

Densité d’énergie 
Hyper élasticité

• Densité d’énergie :

n’est pas 
le bon 
objet ?
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RelativitéNewton

HPP : Hypothèse des Petites Perturbations. 

v<<c 

Quasi-statique 
HPP 

OK 

V ≈ c      Champ  
de gravitation 

Tout Observateur 
4D: (ct,x,y,z) 

Covariance 

v<<c 
Dynamique 

Transformations finies 

- Objectivité Covariance 
- Configurations (Euler/

Lagrange) 
- Anisotropie et 

description eulérienne 
du mouvement 

Conclusion



Mecamat Aussois 23-27 janvier 2023 
Les grandes transformations : 

aujourd’hui et ... demain ? 

https://aussois2023.sciencesconf.org/ 

Venez nombreux !



S : le second tenseur des contraintes de Piola-Kirschhoff (PK2),  
D : taux de déformations matériel 
E : tenseur des déformations de Lagrange 
σ : tenseur des contraintes de Cauchy, d : taux de déformations, 
ρ : masse volumique,  : énergie potentielle élastique. 𝜓

Hyper-élasticité et anisotropie  
Les difficultés

▪ On part de :

▪ On pose :

▪ Sur la configuration matérielle :

▪ Transformations hyper-élastiques :

▪ Bilan de puissance sur la configuration matérielle

▪ Bilan de puissance pour les transformations réversibles adiabatiques :



Hyper-élasticité et anisotropie 
Les difficultés

▪ Bilan de puissance pour les transformations réversibles adiabatiques:

▪ Si HPP avec                et                    :

▪ Comment généraliser pour les transformations finies ?

σ : tenseur des contraintes de Cauchy,  
d : taux de déformations, 
ρ : masse volumique, 

 : énergie potentielle élastique.𝜓



Espace-temps

Classique
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Tenseur énergie-moment

PFD :

Conservation énergie 
(sans thermique) :

Tenseur énergie-moment symétrique     et :

(sans thermique). avec 

avec

Conservation :

Tenseur des contraintes 
 de Cauchy :

Masse volumique : ρ

Densité spécifique 
d’énergie : 

Accélération : 

Taux de déformation : d

Projection sur le temps :

Projection sur l’espace :

Exemple 2D + temps :



3D 
la dérivée de Lie

Définition de la dérivée de Lie

Dérivée de Lie de e
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• Taux de déformation :

• Tenseur des déformations :

Observateur propre = inertiel     

en tout point  
du mouvement 

Cinématique 
espace-temps

• Pour un mouvement inertiel

X

X

X

X

x1

x2

x0 Ligne 
d’univers

Inertiel Mouvement 
quelconque


