Description eulérienne pour |I'hyper-élasticité anisotrope
avec une formulation covariante

Emmanuelle Rouhaud
Gamma3 UTT & S3AM STMS IRCAM

Benoit Panicaud, UTT
Alexandre Charles, UTT Safran
Richard Kerner, SU
Jacky Cresson, U. Pau
Thomas Hélie, IRCAM
Darid Roze, IRCAM
GDR GDM

CFM Nantes 2022



utt

université de technologie
Troyes

Contexte

Aspects géomeétriques

Tenseur énergie-impulsion
= Hyper-élasticité anisotrope covariante

Conclusion



Rappels

-‘&I Utt | Transformations finies
ﬁan:;mation :

Application tangente F :
i ox*
T oxY >
Configuration matérielle Configuration eulérienne
Po Masse volumique P
1 T 1 —T —1
E=-(FTF-1) e=—(I-FTF
2 2
Tenseur des déformations de Lagrange Tenseur des déformations d'Euler

Second tenseur des contraintes de Tenseur des contraintes de Cauchy

Piola-Kirschhoff (PK2) 3



Hyper-élasticité
tt
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= Transformations hyper-élastiques
existence d'un potentiel : W(E)

= Bilan de puissance sur la configuration matérielle :

S:D-W(E)=0

S : le second tenseur des contraintes de Piola-Kirschhoff (PK2),
D : taux de déformations matériel
E : tenseur des déformations de Lagrange
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« Apartirde: S': D—W(E) =0

= Sur la configuration matérielle :

E=D g
avec — Sl —
OF
= Sur la configuration eulérienne :
g oW o — —9 P baW b : tenseur de
- OE po Ob  déformations
si isotrope eulérien

+ objectivité

n'est pas

le bon E:D ?_d

objet ?
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v<<cC v<<C
Dynamique
Quasi-statique Transformations finies
HPP
- Objectivité
- Configurations (Euler/
Lagrange)
- Anisotropie et
OK description eulérienne
du mouvement

\_ Newton J

HPP : Hypothése des Petites Perturbations. 6
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Description
espace-temps

v<<C

Quasi-statique
HPP

OK

v<<C

Dynamique
Transformations finies

- Objectivité
- Configurations (Euler/
Lagrange)
- Anisotropie et
description eulérienne
du mouvement

\_ Approche classique

V=c Champ
de gravitation

Tout observateur :
Covariance

Relativité

HPP : Hypothése des Petites Perturbations.
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Aspects géométriques
> Ull _
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aVariété différentiable 4D riemannienne ‘M
tenseur métrique g de signature (1,-1,-1,-1)

=Un événement P : un point de M

=Un systeme de coordonnées défini po{@ﬁgﬁ vBismBgd,2tdurs de P :

=Observateur : vecteurs de base dans |'espace tangenten P :

. ox 0
B\ oyr ) Oz~

ox"

.Changement(dg@;b)servateurs = transformation :

ou la matrice appartient au groupe G L(4,R)
Covariance = invariance par changement d’observateurs

=M X G L(4,Rfsréapaadissldprement de coordonnées 4D



Aspects géométriques
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. Un corps *~ est un volume, sous espace 3D, de ‘M

= Ligne d'univers v(s) : R = M

dxH
ds

n Vitesse ut = vecteur normé sans dimension

Ligne d'univers

= |l n'y apasde notion de
configurations dans une

description espace-temps.

x1 Mouvement
quelconque
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Illustration : calculs

> Utt | éléments-finis

Troyes

aY
Plaque trouée soumise a une
variation de température 0(0)=20°
/\G(t) c
\/ >y ambiante
0(t;)=30°
C
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«  Observateur propreX tel que
Il
S — dx* 10 _
= 7o = | o | en tout point
0

ozt
«  Matrice de passage F : Xt =¥ FH = Hxv etson inverse F’

Exemple avec un glissement :

X2t X2 X2

P(1,1) P(1,1)

X1
x0 x0+AxO0 12
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e Tenseur des déformations covariant

« Tenseur dont les composantes dans le systeme de

coordonnés propre sont :
1 0 0 0

, : IN /K 1.
Tenseur des déformations : by, = F MF " Dxr

1
Taux de déformationsd: d = §$u (g)
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Tenseur énergie-

> Utt | impulsion

« Tenseur énergie-impulsion : T

Tenseur ordre 2 symétrique U & @
T 4z TO'.’L‘(L‘ Taa;y Ta:z:z

by Tooy Toyy oy

9z Tozz Toy. Ts .,

« Conservation : VT — O
Hyper-élasticcité : pas de dissipation: q =0
- Projection sur I'espace : Og0 (Z/{uz) + 0, (L{uzuj) — ., Taij —

- Projection sur le temps, avec U= pC2 + W
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Densité d'énergie

Hyper élasticité

Projection sur le temps :

T d 72 () 0 S:D—-W(E)=0
ga,BK)\
Densité d'énergie : W = 9 (gaﬂ — baﬂ)(gn)\ — bn)\)
8W

1
gub =0 d= §$u(g)

oVV
i (@>
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Densité d'énergie

Hyper élasticité

Projection sur le temps :

T d 72 () 0 S:D—-W(E)=0
ga,Bﬁ:)\
Densité d'énergie : W = 9 (gaﬂ — baﬂ)(gn)\ bmA)
5‘W

1
oiﬂub =0 d= igu(g)

1. — ) 8—W S — oW isotrope
0g OF 1 objectivité
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Densité d'énergie

Hyper élasticité

Projection sur le temps :

T d 72 () 0 S:D—-W(E)=0
ga,BK)\
Densité d'énergie : W = 9 (gaﬁ — baﬂ)(gn)\ — bm)\)
ow
(6b : Zu(b) + 5 - (9>
1 n'est pas ) .
Zub=0 d=3%(9) b E=D ?*=d

oVV
sl (@>
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V=c Champ
v<<C A
: de gravitation
Dynamique
Quasi-statique Transformations finies
HPP
- Objectivité Covariance
- ondi ors{Eulor!
Lagrange) Tout Observateur
- Anisotropie et 4D: (ct,x,y,2)
OK description eulérienne -
du mouvement )
Covariance
Newton \ Relativité )
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HPP : Hypothése des Petites Perturbations. 20
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Le village de vacances situé a Aussois, petit
village savoyard exposé plein sud aux portes du
Parc National de la Vanoise a 1500 m d'altitude,
est composé du centre Paul-Langevin. Un site
idéal pour vivre des vacances familiales entre
détente, loisirs, sports, mais aussi découverte,
gastronomie, patrimoine...

Mecamat Aussois 23-27/ janvier 2023
Les grandes transformations :
aujourd’hui et ... demain ?

https://aussois2023.sciencescont.org/

Venez nombreux !
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= Bilan de puissance pour les transformations réversibles adiabatiques :

. Onpartde:O'id—,Ow:O

-Onpose:W:pO¢ '?00 d—W =0

= Sur |la configuration matérielle : %0' :d=85:D
= Transformations hyper-élastiques : W(E)

= Bilan de puissance sur la configuration matérielle
S:D—W(E)=0

: le second tenseur des contraintes de Piola-Kirschhoff (PK2),
: taux de déformations matériel
: tenseur des déformations de Lagrange
: tenseur des contraintes de Cauchy, d : taux de déformations,

- maczce voliimiaitie vr - éneraie notentielle &lactiaiie

> QMg w
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Les difficultés

= Bilan de puissance pour les transformations réversibles adiabatiques:
o:d—pyp=0
o : tenseur des contraintes de Cauchy,

d : taux de déformations,
p : masse volumique,

Y : énergie potentielle élastique.
= SiHPP avecp = cte et d~ e

(r=25) a0 o o= S0

= Comment généraliser pour les transformations finies ?



Tenseur énergie-moment
B i bl
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Espace-temps

Classique Tenseur énergie-moment symétriqueTet ;
T=UuRu+T,

(sans thermique). avec U = p02 + py

Masse volumique : p

Densité spécifique

d'énergie : Exemple 2D + temps :

U Uut Uu? 0 0 0
Taux de déformation : d v = [y U@))? uule? |+ |0 —ol! —ot2
Accélération : @ Uu?  Uutu?  U(u?)? 0 —o? —o?2
Tenseur des contraintes Lful=1
de Cauchy : O avec b <uz _ i)

Conservation : VT — O

Conservation énergie

(sans thermique) : Projection sur le temps :
o:d—pyp=0 u.V.T =0
PFD: Projection sur I'espace

V.o = pa Do (UU") + O, (U ) — 8,50 =0

24



3D

la dérivée de Lie

o:d—pop >0 th(e)

Définition de la dérivée de Lie

ol Ou Ou da
A pv
Lo(T)y =u T + T, gy + T} gy

Dérivée de Lie de e ['v (6),&1/ = d/ﬂ/

og:d—pLY)=0 o:d pgf:d:()
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e Pour un mouvement inertiel

Observateur propre = inertiel
1

ulh = en tout point

0
8 du mouvement

X1 Inertiel Mouvement
quelconque

e Taux de déformation :

1
dO — ég’uo(g) =0

« Tenseur des déformations : b() —dg

1 0 0 0

I n/2N Al cw |0 =1 0 0
by = P F7bae 0 = 0 0 -1 0
0 0 0 -1
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