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]
Etat de I'Art

Méthode des Puissances virtuelles
(Lagrange, 1788)

Milieux continus généralisés
(Eugéne et Francois Cosserat, 1909)

Mécanique affine (Souriau, 1997)

Tenseurs affines
(Tulczyjew, Urbafiski, Grabowski, 1988)

Clonnexions affines
(Elie Cartan, 1923)
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]
Qu’'entend-on par milieux continus 1D curvilignes ?

poutre ou jet d'eau ou écoulement
corde si un solide dans un tuyau si un fluide
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-
Structure galiléenne de |'espace-temps

o Evénement X = ( i ) e R*

o Les transformations galiléennes X’ — X sont les transformations
préservant le Mouvement Rectiligne Uniforme, les durées, les distances
et les volumes orientés,
donc affines de la forme X = P X’ + C avec

~(23) (1)

ol u € R3 est le boost galiléen et R est une rotation

@ Leur ensemble est le groupe de Galilée, GAL
un groupe de Lie de dimension 10
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N
Modélisation du mouvement de la matiere

@ Le mouvement d'un milieu curviligne 1D peut étre décrit
par l'injection d'une variété matiere N dans |'espace-temps M

i:f—(i)ﬂx_(i>_(w(tt,5)>

ol t est le temps et s est la longueur d'arc

S

@ d'application tangente

dt 1 0 dt
dX_(dx>_<v—vtn n)<d5>_Udf

ol n est le vecteur unitaire tangent a la courbe et vy = v - n
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Le torseur comme tenseur affine

I'espace-temps M est une variété différentielle

ATx M est |'espace affine associé a I'espace vectoriel tangent Tx M

A*Tx M est |'espace vectoriel des fonctions affines ¥ sur ATx M
(appelées formes affines)

Le torseur est une fonction bilinéaire et antisymétrique sur cet espace

T(‘I’a l:I[\’) = _T(\ilv ‘I’)

a valeur vectorielle
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Torseur et dynamique des milieux continus 1D

@ On considere un torseur en X =i (¢)
a valeur dans I'espace vectoriel tangent en £ 3 N

TN ATyM x ATxM

TN

<u

ATMx A'TM

| matiere A ! espace-temps M
WX

i

@ On a ainsi défini une application de fibrés sur A/
PFA*TM xp AATM) = TN

@ Dans un repere affine (Xo, (€,)) de ATx M
et une base (,77) de TeN, il se décompose en

T:A/T—y’r], WT:WTB(X0®§[376/3®X0)+A/Jaﬁe_'a(@e_’[g.
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N
Tenseur de force-masse

@ Les composantes ” T# peuvent étre placées dans une matrice.
Pour un segment d’'arc matériel élémentaire au repos, elle se réduit a

1 p 0
/ _
: g ( 0 —F" )
au repos

ol p; est la densité linéique, F la force statique agissant a travers la section

F/A F
/
—
x boost U €T
au repos en mouvement

@ Appliquant un boost galiléen v, la réegle tensorielle donne

(P P N_( pivT
Pt *F*T PiVe (P/VtV*F)T

appelé tenseur de force-masse dans lequel apparait la quantité de
mouvement par unité de longueur p et la force dynamique F,
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|
Changement d'échelle (1/2)

o Considérons une projection de TxM dans TgN ot X = i(&)

e (2)-(3 ) (%) -nx e 00

‘ 3D idéalisation 1D

—

o Le milieu 1D idéalise un corps 3D élancé décrit par un
=T
P pv
pv pvvl —o
@ En la composant avec I et en I'intégrant sur la section droite S

T:/ nTds

s

onap =pS, pv=[gpvdS, F=[s(on—p(v—7)(v—7))dS
remarquez la contribution dynamique a F

due aux fluctuations de la vitesse a travers la section droite
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|
Changement d'échelle (2/2)

/

—
3D idéalisation D

o Le torseur du corps 3D (considéré comme un milieu de Cauchy) est tel que
J*#7 = 0 aux points X de la section. Pour une translation spatiale X, la regle
tensorielle donne au centre de la section

Jor = xIT0r, Jir = giTie _ ziTip
e Dans le méme esprit, on calcule 7J*% = [, 71, Jobr ds
soit en posant ' = 0J0  ji =1 0 =0 ki — 1 K

on obtient sous forme matricielle pour le milieu de Cosserat 1D
o la quantité de position g = [5 pXdS
o les moments cinétiques | = [(X x pvdS, L = [;pwxdS

o le moment dynamique M, = [; X X (p:V — (0 n)) dS

@ Pour la commodité, on choisira I'origine au centre de masse ¢ =0
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Connexions affines

[Elie Cartan 1923 Sur les variétés & connexion affine...]

. . L. . CONNEXION LINEAIRE TX’H}
Pour définir une dérivation gissement
covariante V d'un tenseur affine, Ty KOKO’_OV
on considere une transformation Ao R
galiléenne infinitésimale :
CONNEXION AFFINE ATx”]
dX — (dC:7 dP) == (rA(dX), r(dX)) ‘r"n:;;:f":sv:;ongwne i
ATl 00
Xlou!Em\:\( O':o'
— (T« I m XN\
ol | (r g cf’X )
est la gravitation AT
) rA — (FX“ dx;t) ;t:::::reemavecungme o
représente le mouvement ATy m )
infinitésimal de I'observateur me e o
Fa(dX) =dX — VaxC .

[Kobayashi & Nomizu 1963 Foundation of Differential Geometry]
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Torseur et dynamique des milieux continus 1D

La divergence covariante affine du torseur se décompose en
Divr = VT (Xo® &5 — €50 Xo) + , VI’ &, ® &

avec

= (T -
° vaTﬁ = 508 4 %FPTﬁ—i- "/TP,YU rgp

~ a0y jaf
o V1ol = OIS 4 VPP UG, 4 TSP U TR, 4 T g

Gravitation galilénne
o g' = —Th, est la gravité classique

° QJ’: =-Q = F{Jj est le tournoiement, responsable de la force de Coriolis
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-
Torseur et dynamique des milieux continus 1D

Nous postulons que la divergence covariante du torseur est nulle
Divt =0

ce qui donne lieu aux équations de conservation

ap/ 0
| —_— _— =
@ de la masse 5t + as(,olvt) 0
F
o de la quantité de mouvement p, {g\; + % vt] = aa—s +p(g—2Qx%xv)
. dl,
@ du moment cinétique tangent 55 = 0
ol oM,
@ et du moment cinétique a—i—Qx I+ x(Qxn)=— B +nxF
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Perspectives

Perspectives
Modéles de milieux continus curvilignes

Statique Dynamique
dim(N) | dim(M) =3 dim(M) =4

are particule
1 $2 \ >
1
Z z Z
>
arc
corps

massif
’ Z , Z
1

X

coque

corps

massif
4 T 22

.
—>
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Perspectives

Tenseur moment g (affine, 1 fois covariant, 2 fois contravariant), en dualité
avec les générateurs infinitésimaux de I'algébre de Lie du groupe de symétrie

Application de fibrés sur N : i*(TM xp AATM) = TN

e Décomposition = 7 1, Tu=e’® ("KgXo +7 L €.,)
Composantes : (YK, L) € (R*)* x gl(4) = (ga(4))*
en dualité avec (,dC,, dP) € (R*) x gl(4) = ga(4) (algébre de Lie)

o Représente des déformations généralisées : i*(A*TM x g TM) = T*N

Pour en savoir plus...

[de Saxcé & Vallée 2016
Galilean Mechanics and
Thermodynamics of Continua]
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