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Paul Rougée et la théorie des coques

o La these d'état de Paul Rougée, soutenue a Paris VI en 1969, portait sur la
théorie des coques :Equilibre des coques élastiques minces inhomogénes en
théorie non-linéaire

@ Paul Rougée au CITV 1997 a La Rochelle

Aziz Hamdouni (LaSIE) Bruneval’s shell theory : an overview Réunion GDR-GDM 2 I'ENS Paris Saclay 12-13 Noven



Autres auteurs présents avec nous

@ Philippe Destuynder

@ Pierre Ladeveze
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Un mot d’'hommage a Roger Valid
o Roger Valid, décédé 2015

@ Un livre sur la théorie des coques par Roger Valid
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Plan

@ Présentation de la théorie des coques de Cosserat selon Breuneval.

e Lien avec 7D = 0 de Souriau.

o Classification de la théorie des coques a partir de I'approche
asymptotique.
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Sources des travaux de Jacques Breuneval

@ La source c'est essentiellement la These d'Etat de Jacques Breuneval
soutenue en 1972 a Marseille portant sur le sujet :
Géométrie des déformations des surfaces et équations de la mécanique des
coques

o Ce travail a été repris par Michel Kays dans sa thése de troisieme cycle a
Poitiers en 1978 :
Contribution a I'étude des surfaces de Cosserat et son utilisation dans la
théorie des coques

@ Travaux antérieurs Green A. E., Naghdi P.M., Wainwright : A general theory
of a Cosserat surface - Arch. Rat. Mech., 1965.

Aziz Hamdouni (LaSIE) Bruneval’s shell theory : an overview Réunion GDR-GDM 2 I'ENS Paris Saclay 12-13 Noven



Quelques rappels sur la géométrie des surfaces

@ On consideére une surface S orientée, connexe, plongée dans R3, notons V"
la connexion canonique de R3. En chaque point p € S, on peut écrire :

R*=T,S ® RN
ol N est la normale a S en p. On notera II la projection orthogonale sur T3,
@ On note G la métrique induite par le plongement ¢ :

3% 0
G = 6" Go = a—icoa—j

@ On définit une connexion de Levi-Civitta V sur S par :
VxY =II(VE"Y)

ol X et Y sont deux champs de vecteurs de S.
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Quelques rappels sur la géométrie des surfaces (suite)

@ Notation a la Souriau, si on note dp = X un vecteur tangent en p, on a :

dYy =I1dY = a_de
Op

@ Opérateur de courbure C "intrinséque”, est un champ d'endomorphismes de
T, S, défini en chaque point p € S, par :

dN =—Cdp ou V"N =-CX

X un champ de vecteurs de §S.
@ Soit Z un champ de vecteurs de R3 le long de S, notons I1Z = V et
NZ = u, alors :

dZ = (dV — uCdp) + (dpCV + Z—de)N

ou

VenZ = (Vx V — uCX) + <ch + Z—ZX> N
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Configuration d'une coque

On se donne :

@ BB une variété différentielle connexe a bord de dimension 2, plongée dans £
(espace affine euclidien associé 3 R?)

@ C : espace des plongements de B dans &, tq. V kg, k1 € C, 3 un chemin
différentiable les reliant.

@ M unevd., Vk €C, 3¢ : S = k(B) — M une application différentiable

injective. Le couple (k, ¢) est une configuration du m.c. Nous noterons dans
la suite ® = ¢pox

Figure — Configuration
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Forme d'une configuration

@ G un groupe de Lie opérant sur M

@ Soient deux configurations d'une coque : (kg, ¢o) et (K1, ¢1), 'application
W : M — M, définie par :
U =dgod;?

est une transformation de la coque (par abus de langage une déformation)

@ Les deux configurations (ko, ¢g) et (k1,®1) ont la méme forme, ssi il
dg € G tq. :
U = gloy ()
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Vitesses virtuelles et transformations rigides

@ Pour une configuration (k, ¢) donnée, une vitesse virtuelle de cette
configuration est un champ Z : S — TM. Pour chaque p € S,
Z(p) S Td)(p)M-

@ V est |'espace des vitesses virtuelles, on suppose que I'on peut lui donner une
structure d'EVT.

U= @(p)

Figure — Vitesses-virtuelles
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Axiome des efforts intérieurs

@ Espace des vitesses virtuelles rigidifiantes
Définition
Soit g l'algebre de Lie de G. Les vitesses virtuelles rigidifiantes sont les éléments
du sous-espace vectoriel de V défini par

D={{m|€&cg}

31(0) = 3= (emp(c€) oo Vo € M

o Efforts intérieurs

Axiome

o ;. 71 7 / . . N
Le chargement intérieur est un élément de V' dont la restriction a D est nulle.
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Coques de Cosserat

@ Danscecas a M =& x R3

@ Notons v = (p,h) un élément de M, I'action du groupe G est défini par :
gv="0=(p,h)
avec pour une origine O fixée dans &, notons z la position du point p :
T=Rzx+a
h=Rh

ol Re€ SO(3) et a e R?
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Caractérisation de D

@ L’action du groupe G peut étre représentée matriciellement par :

z R a 0 x
} =10 1 0 1
h 0 0 R h
o L’algebre de Lie de g est :
jl@) B 0
g=<¢¢=1 0 0 0 |,(a,8) eR3xR?
0 0 j(o)

ot j(@)w =a x w Yw € R3

@ Les éléments de D sont les restrictions des champs de vecteurs 37 ou € € g a
S.
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Caractérisation de D

Théoreme
Le champs de vecteurs de M définie le long de S par :

(p,h) — (Z(p),x(p)) ER®> x R?

est un élément de D ssi les champs suivants sont nuls :

L(VV 4+ VV) —uC

K= V(gmd u+ CV)+(VV —uC)C (1)
¢(=(VV —uC)H +Q+ h(grad u+ CV)

k=—-H(grad u+ CV)+w

Ui

ooh=H+hN,Z=V4+uNetx=Q+wN
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Origine du résultat

La démonstration du résultat se fait grace a deux lemmes intéressants :

Lemme

Un champ de vecteurs Z de R? le long de S, définie en chaque point p € S par

Z(p) = V(p) + u(p), est prolongeable par un champ de vecteurs constant sur un
voisinage de S dans R? si et seulement si :

VV —-uC =0
ou —
%-{- V=0

Lemme

Un champ de vecteurs Z de R? le long de S, définie en chaque point p € S par

Z(p) = V(p) + u(p), est prolongeable par un champ de moments sur un
voisinage de S dans R? si et seulement si :
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Caractérisation des efforts intérieurs

1 3(A, B) € [TL,(TS)]?, IM € T(TS) et Im € C*°(9) tq. :
f(Z,x) = / (Tr(An + BK) + M( + mk) ds
s
En posant :

N=A+BC+MH e M=hM — mH — DiwB

Alors on a :

f(Z,x) = /STT(N(VV—uC))—FM(gard u+ CV) o)
2
+MQ + mw + div(B(grad u + CV))ds
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Equations d'équilibre

En se donnant les efforts exterieurs sur S compatible avec I'expression de la
puissance virtuelle des efforts intérieurs, on obtient les équations d'équilibre sur S

CM—DZ’UN: Ft
—divM — Tr(NC) = Fy (3)
M+ mN =C

avec F' = F; + Fy N la densité surfacique des efforts extérieurs.
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Lien avec le principe de Souriau T'D = 0

@ |l s'agit ici d'une version légerement modifiée de 7D = 0 de Souriau. C'est
celle utilisée par Breuneval.

@ Soit V I'espace des champs de vecteurs de R3. Soit S I'espace des champs de
2-tenseurs mixtes symétrique de R3.

@ Soit £ le sous-espace des "déformations” de R? :

(¢g—=D)eL ssi (qg—Z)eV tq. D:;(gj-i—gj)

Principe des puissances virtuelles généralisé

La contrainte est une distribution T sur S a support sur le domaine du milieu
continu U/. En présence d'une distribution F sur V "d'efforts appliqués” de méme

support U, on a :

1(0z 07
T(D) = F(Z), VZEV et DeL,D_§<8_q+a_q>

Quand F = 0, I'équation devient T'D = 0.
B T T I Réunion GDR-GDM & I'ENS Paris Saclay 12-13 Noven



Application a la théorie des coques

@ On peut écrire :

TD = /S {tr(QD) +6 (%—?)} ds

ou @ est un champ de tenseurs mixtes symétrique et ¢ une forme linéaire par
rapport a la variable %—1;).

@ Traitons le cas ou ¢ = 0. En notant Z = V + ulN, on montre que :

VvV -uC Y

0Z

a_q: ou ) sur S
21 Vo
ap+ oz
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Expression de TD (ler gradient)

@ Ecrivons la décomposition de @) sur T,,S ® RN :

A W
Q= avec A=A
-W a
@ On obtient alors :
ou — 0V ou
T = A — — R — —_— _
(D) /S{tr( (VV = uC) (8p+vc)w Waz+a8z}ds
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Equations d'équilibre

@ Supposons la coque soumise aux efforts surfacique F' et a des efforts linéiques
sur 7, qui est une partie du bord 95

@ Les équations d'équilibre s'écrivent :
—(DiwA + CW) + (divW — Tr(AC)) N =F sur S
An — (Wn)N = f sur y

ou n est la normale extérieure a

o Ces équations sont a comparer aux équations des membranes :

—DivA — Tr(AC)N = F sur S

(5)
An=f sur «y

o Dans I'équation (4) apparait un terme supplémentaire W qui traduit les
efforts de glissement entre les faces supérieures et inférieures de la coques.Le
principe T'D = 0 fait apparaitre naturellement des effets de micro-structure.
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Construction et classification des modéles
asymptotiques de coques minces (avec O. Millet)

* Le probléme 3D ) . _
Div*(Z*F) =—f* dans

OX =1+ U*
(F*S9)EN, =+g*F sur T*
IP*
o* =1 sur I7
X =\NTr(E*)I;+2uE*

Forces mortes

 Echelles de référence du probléme
(Vm ul')7 (h’lh LU-, 01) et (f7"gl> Us=V*"+ U*N()
» Adimensionnalisation des équations avec V, =u, = L

¢" solution de P* ——— ¢(<) solution de P(c)



- Nombres sans dimension caractéristiques

c= @ C = hC, Géométrie
Ly
F = ho%, Go = 97 a € {t,n} Efforts

+ Réduction a un probléme mono-échelle
= ordre de grandeur de la courbure
C = % coques peu profondes
C = ¢ coques fortement courbées
=) sélection du niveau d’ efforts
on commence avec F, =G, =¢
on considére des niveaux d’ efforts décroissants

- Développement asymptotique formel =) ordre de grandeur des
(V,u) = (VO,0®) + (VY ul) + 2(V2 u?) + - déplacements + modéle 2D



Classification des modeéles de coques

- Niveaux d’ efforts enc

AW ) = f0, Y =ul = L,

- Niveaux d’ efforts plus faibles en e
ADVO %) =0

l

Probléme de minimisation associé
JOWO W) = inf TNV, u)
(Vyu

€H

r

e V=0 = VA =y
e V40 = v =y

o Méme raisonnement pour U

- Niveaux d’ efforts enc”

APV 40y = i) V™, u" géterminés



Coques faiblement courbées
ou peu profondes




Classification des modeéles de coques
faiblement courbées

Niveaux d’efforts (V,,u,) Modele de coque
€ (Lo, L) Modéle non linéaire de membrane
e? (ho, ho) ”Nouveau” modéle de membrane
el (eho, ho)

Modéle de Koiter faiblement courbé
ou de Donnell-Mushtari-Viasov

grzt ho(eP=2,eP7%) | | Modéle linéaire de Novozhilov-Donnell




T (Vyyuy) Modeles de coques AY, KP
faiblement courbées
modéle non linéaire de membrane T A
avo
209= 2, 2
230707 _ _  9po __9po
c (Lo, Lo) div (”? ( "/[)””)) =P VO VO Dud gud
div (n? i)u"/i)p") = —pn apo po | po o
nouveau modéle non linéaire
de membrane
= avo  avo
9 (ho. ho) iv(n) = —%. oA =2 2
& . div(ny) Dy . U i
div (n, Du”/Op”) + Tr(niCo) =
—pn — div(M;)
modéle non linéaire de 270 — ) N acp
coque faiblement courbée de Koiter t T apo 9po
3 X Xn o,
€ (hoe, ho) div(nf) = —p, apo Apo o
div(div mY) + div (nf 9C0/op° A =0
0 ) KO —_ 0 9
+Tr(nyCo) = —pn — div(M;) Kt = ~ 9p0 B0
modéle linéaire de Novozhilov-Donnell
n>4

ho(e"2,e"7%)

div(n?) = —p,
div(div m?) + Tr(n{Co) = —pn — div(M;)

30 Heo
2_\? ﬁ+dﬁ

o+ 5 = 201Co
dpo  dpo '

Ko 0 96

L omom




T Displacements Plate model E, p,
& V,sus,)=(Lo, Ly) Non-linear membrane model
ae ac vt aviere —
Ve =VOxi,x2) div(NY| L+ 5= {)= —p 2B =+ T 4 gradulgrad
o 0( ) ox X X X X
ug = ul(xy,x, .
o div(N? gradu) = — pa
Ve, =us, =0
& Ve uz)=(ho, hy) Another membrane model
VO =V x.x;) div(NY) = —p,
u§ = ul(xy,x2) div(NY gradul) = — ps — div M,
Ve, =u, =0
& Vs uz)=(ehy, hy) Non-linear plate model
Ar0
[
u§ = (§(x1,x2) divin?) = —p, 2E0 ==L + =L 4 grad {9 gra
X X
VO = (9(x) — x5 grad (3 div(divm?) + div(n grad u3) p = — grad(grad (%)
T = —p; —divM,
e = e v,
g Vs us)=e(ehy, hy) Linear Kirchhoff-Love model
n>0 u§ = {8(x1.x2) div(nd) = —p, 2E? = = .
(AN (A9
div(divm)) = — p; —div M, p, = — grad(grad {3)

VO ={(x) — x5 grad {§

aul




« Nouveau » modele de membrane

« Niveaux d’ efforts élévés en &2

1

Ordre de grandeur des déplacemenV, = u, = hy

» Développement asymptotique des équations

div(n) =-p
div ”“0;1“ +Tr(n)Cy) = —p, — div(My)
2 /01)0 1wCo) = —Pn U My
(VO u) =(0,0)  sur 4’
48 Vo gvo
0_ TrAN £ 4A0  op0 =2V OV
avec n; =g — r(AY) L) + 44, ' T + o

=> Modeéle non linéaire qui peut étre découplé en 2 problémes linéaires

=> Ne peut pas étre obtenu a partir des équations 3D linéaires



Le modéle de Novozhilov-Donnell

« Niveaux d’ efforts faibles en ¢*

!

Déplacements de références V, = e2hg et Uy = €y

« Développement asymptotique des équations

l

Les déformations deviennent linéaires

l

Modeéle linéaire de Novozhilov- Donnell

=> Premiére justification a partir du 3D non-linéaire
=) Valable pour des déflexions de I’ ordre ehy et non pas de hy

( \-F Koiter faiblement courbé )



Les coques fortement courbées

C=¢




Classification plus complexe

/ \

Niveau d’ efforts ~ Charactére inextensionnel NL

/ N

Linéairement non inhibé Linéairement inhibé

« Inhibé / non inhibé non linéairement

N 1 " aO 48@‘
Ik (wo) = {6 : wy — IR?,"régulier”, ————=1Iy et C.L.
me:r(wo) { 0 ’ © apo apo ! }
= {id} # {id} D

NL inhibé NL non inhibé

- Approche constructive

=) Modeéles linéaires de flexion pure et de membrane déduits du 3D NL

=) Modéle de couplage flexion / membrane



T U, Modeles de coques fortement AV, KY
courbées
modéle non linéaire de membrane
€ Lo 207 =
/ Tr(ndsA?) duwo = / 766° duo !
wo wo
modéle avec couplage (couplage 1) 2Al ot 99°
© = Bpo dpo  Opo Ipo
&2 Lo / Tr(n,dA, +mysKy ) dw” = K= G _C
KO =C —Co
/ (FOU" — Tr(Co)FT56° + TTON ) dwo . )
wo " est inextensionnel
modéle non linéaire de flexion pure
e Lo 0570 0
/ Tr(m5K?) doo = / U do 4" est inextensionnel
wo
modéle linéaire de membrane
si C.L.I.
hoe" 2 24" ,
. 0
/ Tr(n{sAY) 7/ PoU° dwo
modéle linéaire de flexion pure 50
si C.L.N.I. K="+ 4+ C
en24 | poen—t e Ipo * dpo * dpo o

/ Tr(m{6K}) duwo = / poU° dwo
wo o

U est linéairement inextensionnel

Cas non
inhibé
au sens
non
linéaire



Modele de coque fortement
courbées

Ay, Ky

modele non linéaire de membrane

/ Tr(nfsAY) dwo = / p6¢° dwo
wo o

o 9¢° 20

CT Dpo opo°

modéle linéaire de membrane

/ Tr(nl6AY) duo = / FOU° duwo

Juwg Jwo

modéle linéaire de membrane
si C.L.I

™

modéle avec couplage (couplage 2)
si C.L.N.I.

/ Tr(ni6A; +mysK}) dwo =

S

/ (FOU" — Tr(Co)MoU° + TT56") duo

wo

ou” ou°
dpo Ipo

out Ut

20} = — + —
T Ope T Opo

0°
apo

2

Co+Co

K 0 ”
e Ipo o

o

U est linéairement inextensionnel

modéle linéaire de flexion pure
si C.L.N.IL

/ Tr(m{dKy) dwo = / PoU° dwo
Jao Jao

00’ v’ ’

dpo  Ipo

K

I
Co+ Co——
0+ Co m

U° est linéairement inextensionnel

Cas inhibé
au sens
non
linéaire



Comparaison « heuristique » avec KOITER

» Epaisseur donnée =) modeéles différents
+ Comportement asymptotique lorsque ¢ — 0

Elasticité 3D NL |KOITER adimensionnel

ﬂ Développement asymptotique ﬂ

Ge=+e(U+2N)+--+ Op=0)+e(ph+2N)+---

(.0 ﬂ ﬂ (el ob)

| Modele de couplage flexion / membrane |

e—0

P,

* On peut montrer que (I)k



Conclusions

o |l s'agit de travaux anciens. Mais les outils utilisés sont efficaces.
@ L’écriture des lois de comportement nécessite de faire un lien avec le 3D.

o Le langage géométrique le plus adapté pour les coques de Cosserat est celui
des fibrés principaux.

@ TD = 0 est un principe puissant qui permet de trouver naturellement les
micro-structures. La théorie compléte est celle du second gradient. Elle donne
les coques de Cosserat. Elle permet aussi de faire la dynamique.

o L'approche asymptotique formelle reste limitée. Elle ne donne pas
naturellement les modeles de couplage a I'ordre zéro.
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Annonce(a noter dans vos agendas)

@ Journées Poisson les 14 et 15 mai 2020 a La Rochelle, réunion commune
GDR-GDM et GDR-TLAG (Théorie de Lie Algébrique et Géométrique),
portant sur le theme Géométrie de Poisson et intégrabilité.

@ Prochaine réunion annuelle du GDR GDM, se déroulera du 2 au 5 juin 2020 a
Piriac sur Mer.

@ Ecole thematique en collaboration avec CHL du 8 au 12 juin 2020 a Piriac
sur Mer, portant sur Modélisation Géométrique en Mécanique du Solide -
» Geometry of local frame in 2d and 3d (Peter Olver)
Defects and damages (Arash Yavari)
Scales in solids (Patricio Neff)
Finsler Geometry for mechanics (Patrick Verovic)

vYyy

@ Une journée intégrateurs géométriques, a Paris en Novembre 2020.
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