« Grandes déformations » et géométrie différentielle
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Contexte :

MMC
Transformations finies

Mise en forme
Polyméres
Biomécanique
Crash test
Explosion



= Contexte
» Définitions MMC 3D
= | es difficultés
* Formalisme 4D
= Solutions
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Contexte :
= it

e s ité de technologie

La matiére est elle continue ?

IOA Vocabulaire :
Milieux continus — Point matériel
= Particule
7800 N S, )
ﬂ = Volume élémentaire
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= Point cinématique
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Transformations finies

« grandes déf »

Observateurs

de transformations

Un observateur est un hypothétique
personnage doté d'instruments de mesures
de |'espace et du temps.

Un observateur inertiel existe (corps libre =
mouvement rectiligne uniforme).

les mesures faites par deux observateurs

. : ' ) ST Photo :
inertiels sont identiques s'il s'agit de deux Jacques
expériences identiques faites par chacun Honvault

Grandeurs Observées :
Longueur, Temps, Masse,
Vitesse, Force, Température,
écrouissage ...

« Hypotheses des

petites perturbations»
HPP ou

« p'tites déf »
+20°C=>» +8cm /324 m




Transformations

2 utt finies

université de technologie
Troyes

Espace Temps
Newtonien
Euclidien
Métrique I
Pour

un observateur
inertiel

Trajectoire

vitesse pour une particule

Il
A z' (X7, 1)

Transformation
un difféomorphisme

Configuration de référence Configuration actuelle
(neutre) Euler
Lagrange



’ utt

tédth ologie

Transformation
un difféomorphisme :

Transformations finies

Dilatations

x! (X7, 1)
i _ Oz J
dx’ = 0XJdX
0x!
I _ J
Configuration de référence dX oOxJ dz Configuration actuelle
Lagrange Euler
ds® = Idx"da’ dS? = I dXKdx"
= Crr(X, ) dX*dXx* = cp(x, t)da®da’
K L
ozt o1 oX"™ 0X
Crrn(X,t) = I Cri(X, 1) = Ikt
e () (e X,0) = 5k o

Tenseur des dilatations Cauchy Green droit
Green’s deformation tensor

Cauchy’s deformation tensor



i tédth ologie

Transformation
un difféomorphisme :

XI wZ(XJ,t)

’ Utt Transformations finies
Dilatations
- | |

Configuration de référence Configuration actuelle
Lagrange Euler
I /\ ( t) 8XK aXL ;
Cri\X = KL
A oxk  Ox!
Pull back
Push forward
ozF Oz
Crp(X,t) = I 1

OXK gxL "

10



’ Transformations finies
Utt Dilatations

tédth ologie

Transformation
un difféomorphisme :

XI ZCZ(XJ,t)
Gradient de
la transformation F:
Fi oz’
~ox
Configuration de référence Deformation gradient Configuration actuelle
Lagrange Euler
K L
t) = I
CKL(X t) IXK 8XLI Ckl(Xa ) @a:"“ 8$l KL
_ —1I\1T'r—1
C=F'F c=(F ) F
ozF  Ox!
kl __ ( —1\kl __ KL
(C—l)KL _ 28 aXLIkl LY = (C ) XK 6XLI
oxk O

Tenseur des dilatations Cauchy Green gauche 11



Transformations finies

%’ Utt Déformations
XI Transformation
un difféomorphisme :
(X7, 1)
Configuration de référence Configuration actuelle
Lagrange Euler
ds® = I,;dx"dx! dS? = IxpdX®adx*
= Crr(X, ) dX*dX* , , = cr(x, t)dr" dz’
ds® —dS

= 2F k1 (X, t)dXKdXL = 2ep1(X, t)dazkdxl

Pull back

1 1
Exr = §(CKL —Ixr1) N\ erl = §(Ikl — Cki)

ush forward
Tenseur des déformations de Lagrange b Tenseur des déformations Euler-Almansi

Lagrangian strain tensor Eulerian strain tensor 12



Transformations finies

Taux de déformation
Taux de rotation

1
ﬁ(l)w = 2d;; d'j = 5(Vju' + Vo)
Taux de déformation
| 1 | |
w'; = =(V,v" = V,;v)
ﬁ(C)kl — () ! 2
1 Taux de rotation
ekl = §(Ikl — Ck1)

L(e)ij = d;j

13



Tenseurs des contraintes
utt

4 université de technologie

Troyes =
Transformation
un difféomorphisme :

x! (U ) i

Configuration de référence Configuration actuelle
Lagrange Euler

Second tenseur
des contraintes de Pull back Tenseur des contraintes

Piola Kirschhoff (PK2) : Z Push forward de Cauchy :O

Y=JF o (FH!

J déterminant de F 1



= Contexte
» Définitions MMC 3D
= | es difficultés
* Formalisme 4D
= Solutions

15



Les modéles de comportement et
V utt "

Les problemes de la MMC Newtonienne
en transformations finies

université de technologie
Troyes

0 Les modeles de comportement doivent :
- vérifier la causalité : les informations se propagent a une vitesse finie
« vérifier l'invariance par changement d’'observateurs (covariance)
* é&tre thermodynamiquement compatibles
* applicables en transformations finies

[ Pourquoi ne pas se satisfaire du traitement Newtonien des changements
d'observateur (objectivité en MMC) ?
« Comment construire un modéle de comportement pour un
observateur qui se déforme ?
« Les observateurs Newtoniens sont des solides rigides (avec un
temps absolu) : confusion / équivalence entre changement
d'observateurs et invariance par superposition de corps rigide

16



Invariance par changement d'observateurs

Utt | et invariance par superposition de
mouvement de corps rigide

Troyes

Puissance virtuelle des efforts intérieurs :

P, = (_t5+0:cZ—I—F:cD)dV
D

Principe d'objectivité 3D :
- Invariance par rapport aux changements d’observateurs =
- Puissance virtuelle nulle pour un mouvement de corps rigide

17



Les modeéles de comportement et

utt

université de technologie
Troyes

Les problemes de la MMC Newtonienne
en transformations finies

[ Les problémes cinématiques en transformations finies
« Quelle définition, quelle variable cinématique choisir ?

« Comment pourquoi choisir parmi les transports objectifs ?
18



Modéle de comportement
P> utt y

matériaux visco-élastiques

=

université de technologie
Troy

1D Maxwell:  FNN—1  |——

Tel —_— Egel @ Tel —_— Egel
<

TV = ‘uéwsc

Td = TVisc

< V1SC

g=gd ygvisc g=gel ¢

Appliquer cette méthode en transformations finies ?

19



Modéle de comportement
’ utt y

matériaux visco-élastiques

I ité de technologie

1D Maxwell 1~ N\ | ——

HPP Transformations finies:
v = Fe?! <= 1 =FE¢! Hyper élasticité : 7" = f (K, e° )
< Tvisc — ‘uévisc | TU’LSC o Qﬂdvzsc
- el viSC
el — visc T =T
J T T n d — del + dm’sc
g =gl 4gvic &=gelpgvise |

. . A
$é=Tl+‘L’ ()E@ Tel:f(K’del)

Hypo élasticité ? 7?7

20



= Contexte
» Définitions MMC 3D
= | es difficultés
* Formalisme 4D
= Solutions

21



Utt Observateurs

et principe de covariance

u
Troyes

=

Eringen 1962 :

Attempts to secure the invariance of the physical relations of motion from
the observer have produced one of the great triumphs of twentieth-century
physics. Attempts to free the principles of classical mechanics from the
motion of an observer were resolved by Einstein in his general theory of
relativity.

L'observation ne modifie pas les grandeurs DONC
Les observateurs doivent s'accorder sur |'évaluation des grandeurs
physiques

PRINCIPE DE COVARIANCE proposé par A. Einstein

= Utiliser un formalisme 4D

22



Troyes

4 université de technologie

4 \
V<<c¢ No Gfield V=c Gfield
Quasi-static
Small strain
No RBR
Galilean Any frame
3D : (x,y,2) 4D: (x,y,z,ct)
Rates
OK Covariance
\Newton’s Physics ) L General Relativity)

23



Quasi-static
Small strain
No RBR

Galilean
3D : (x,,2)

OK

KNewton s Physics

V<<c No Gfield

V<<c¢ No Gfield

Dynamic
large strain
RBR
Galilean
Observer
3D+t: (x,y,z,1)
Rates
Objectivity

V=c¢ Gfield

Any Observer
4D: (x,y,z,ct)
Rates
Covariance

General Relativity)

24



V<<c¢c No Gfield
Quasi-static

Small strain
No RBR

Galilean
3D : (x,y,2)

OK

L Newton’s Physics

V<<c No Gfield

Dynamic
large strain
RBR

Galilean
Observer
4D : (x,y,z,1)
Rates
Objectivity

V=c¢ Gfield

Any frame
4D: (x,y,z,ct)
Rates
Covariance

General Relativity /)

25



Formalisme 4D
’ utt

Mouvement

Espace R* sans courbure c: vitesse de la Ium|ere
Métrique g de signature (-1,-1,-1,1)ds* = g,,, dztdx” = (cdT)?

Définition d'un mouvement :
Congruence

Vitesse : vecteur tangent unitaire a la ligne d'univers dans la
direction du temps.

N'est pas définie par rapport a un observateur

dx'
dt
2
/ v
u“=d;M= ¢ 1_c2
Ry




Formalisme 4D

-‘&I Utt Changement de coordonnées 4D

niversité de technologie
TTTTTT

Changement d’observateur 3D : exemple :
Euclidien: T = sz (t)z7 + 6" (¢)

- (2t = QY1) + (1)

— changement de coordonnées 4D : |

= 4=t

Matrice jacobienne 4D :

oxH Qij
0zV

Un tenseur 4D est par construction indifférents
aux changements d'observateurs

27



Formalisme 4D

2 Utt Coordonnées 4D
g Vitesse 4D

=>» Définir tous les tenseurs de la MMC en 4D

Vitesse :
dx' 4 4 / 2l \
i ds  dt 2
\%
et v << cmd | (w ) oul
S “or
1 7"‘ dt U
2 t
1= c \ C /
CZ

v : vitesse 3D

28



Formalisme 4D

Changement de coordonnées 4D

- 221 () i
= Observateur inertiel : z < A
= Observateur en translation « * » +— z, x*,
= Changement de coordonnées 4D: e ‘
x* =zl +0(¢) 1 00 90(1) =8(t)/ c
x*2 = 72 Ox *u az*
YH o | T w010 0
P ot 00 1 0
0 0 O 1

La vitesse 4D est
‘ indifférente aux
changements

d’observateur

= Vitessede Adans«*»: = u*(A)=

o OO O

= Vitesse de A vu par |'observateur inertiel

. 1 0 0 &/c 8 S
“(A) = v (Ay=| 0 1 0 O _| 0
w(A)=———u= W= 0 0 1 0 0 0

00 0 1 c c

29



Formalisme 4D

Transformation 4D

université de technologie
- Troyes

Mouvement 1 : Reference

I —
M(X",t) x!

Temps X4 =ct

Mouvement 2 :
Temps I _ ploy]
az PS ] X = (X’,1)
M(x“) x4 = ct

r




| itédth ologie

Mouvement 1 : Reference '
X' =cte

X4=ct

Temps

X=X ,n)
4

Mouvement 2 :

X =ct

Temps

M (x*)

—

Formalisme 4D

utt Transformation 4D

4D gradient de la transformation

o ox"
/V e )
P
v C
. 0,0,0 1

Et on peut définir contraintes,
déformations...



Transformations finies
' Utt Dilatations 4D

ité de technologie

Transformation
un difféomorphisme :

7 (XJ, t) X=X )

=t

X! =cte

Mouvement 2 :
X4 =ct

Mouvement 1 : Reference{

‘4 Lﬁ * Temps

do' = 0w dXJ ’

0XJ Temps
I

dX! = %fj dax?

d82 _ gkldajkdxl ds® = gklda:kda:l
= Crp (X, t)dXBdxt
= Crr (X, )dX®dx?t xr(%,t)
K L
oxF Oz 0X" 0X
— cr(x,t) = 1

CKL(X,t) 11 kl( ) ) 8[13k aflfl KL

0XE o0XL

32



Transformations finies

Taux de déformation 4D
Taux de rotation 4D

Taux de déformation

| 1 | |
w'; = (Vv = Vul)

£(c)kl =\ -

1 Taux de rotation

— ([, —
Ckl 2( kl Ckl)

L(e)ij = d;j

33



= Contexte
» Définitions MMC 3D
= | es difficultés
* Formalisme 4D
= Solutions

34



Invariance par changement d'observateurs

Utt et invariance par superposition de
université de technologie mouvement de Corps rigide

Troyes

Puissance virtuelle des efforts intérieurs :

P, = (_t??—I—O'ICZ—I—PICD)dV
D

Principe de covariance 4D :
- Invariance par rapport aux changements d’observateurs

- un choix

Puissance virtuelle nulle pour un mouvement de corps rigide
ou pas...

35



Construction

\

.

> utt modele visco-elastique

université de technologie
Troyes

Formuler I hyper-élasticité en “rate form”:

La dérivée de Lie est :
- Invariante par changement d’observateurs
- Invariante par superposition de mouvement de corps rigide

- Une variation par rapport au temps

Hyper élasticité : Tel — f(K, 6el)

Hyper élasticité « rate form » : Li@(Tel) — Li@(f(Ka eel))

g

36



Construction
' Utt modele visco-elastique

unlvarsit de echnlogle transformations finies

g—/\/\/\ I —e—— Maxwell

Neo Hookéen incompressible

e = f(K,e*) L(t%) = L(f(K,e™))

=

| | L(e)ij = di;
Fluide visqueux : T = Q/Ldmsc
[ el __ _w1isc .
17 _; . = Modeéle de Maxwell
d=d” +d transformations finies

37



Conclusion

= Le formalisme 4D garantit I'invariance par
changement d'observateurs

= Apporte un guide pour le choix des
dérivées et la construction des modéles de
comportement

38



Formalisme 4D
2 Utt Changement de coordonnées 4D

Coordonnées convectives 4D

. Cas général ; Cartésiennes vers convectives
/L A N .
e — .| (X7 t) = X!
rH Matri 8XI .
dit = 92 g Wikime dil = == dq?
oxY OxJ
W r!
Dens‘ité o = aifa o po = Jp
scalaire o018
oz |V azm Oi
Tenseur »pv _ Ak _ —1 —1\T
comp. 9iB| B> oxr " L=JF o (F7)
contravariantes
w
Tenseur oxr® Ox> 0"
covariantes

OK pour la vitesse, I'accélération, la dérivée covariante... 39



> utt Objectit

u
Troyes

Y et E “pull back” de get e sur la configuration de référence :

Larelation: ¥ = JF lo (F™Y" peut-elle prétendre
a étre un changement de coordonnées ?

Pour les équations : g
1

Coord. do*

cartésiennes OxJ

+f'=pa
pro: V.o + f=pa

oo (g 4 fT = (Jp) Al

giennes

40



4 université de technologie

Troyes

Pour les tenseurs :

, . — ) e I J
- pour le tenseur des déformations : € = €45 e®e =E;G oG

. ¥ 1J
- pour le tenseur des contraintes: 0 =07 e, ®e; =X GGy

7 )
pourlavitesse:  v=0v'e;=V'G "
pour la vitesse : ¢ ! G| vecteurs de base associés 2
, A i i un systeme de coordonnées
-pour l'accélération: a=a' e; = A" Gy I —

Quel cadre, pour pouvoir considérer le « push back » comme un changement
de coordonnées vers un systéme de coordonnées « lagrangiennes » ?

Dans ce cadre,
la formulation « lagrangienne » devient une projection sur un systéme de
coordonnées des équations tensorielles
il n"est plus nécessaire de choisir
entre descriptions Lagrangienne et Eulérienne

Objectif

41



= Systéme de coordonnées
- P utt lagrangiennes = convectives
‘ ::I‘:;::Sl" de technologie V e Ct eu r S d e b a S e

Configuration de référence Configuration actuelle
Lagrange Euler
€9 XI
€9 2
h
Coord. - .
cartésiennes x’i (XJ, t)
€1
€1
Pull back
Push forward
A1
XL

G

Coord.
convectives

G, 42



B> utt Plan

université de technologie
Troyes

G;(X',t) : base ni ortho ni normée et dépendante du temps

= Contexte

* Objectif

= Systémes de coordonnées curvilignes et changements
= Observateurs et principe de covariance

= Formalisme 4D

= Dérivée par rapport au temps

= Regard sur les transports objectifs

43



Systemes de coordonnées
tt curvilignes et changements de

- _‘& U

université de technologie

\

coordonnées
Cas général Cartésiennes vers convectives
) X
r =mm»> I
afi"u’ Matrice
dé\j“’ — daf;’/ Jacobienne
ox?
%44
(87
Densité  ,, — Ox o
scalaire o8
W qa A
Tenseur suv _ Ox*” ozt 0z o F
comp. 0B |  Ox* Oxr
contravariantes
. G

Tenseur ox®

Oy = N
comp. I 978
covariantes

ozr ggv "

W poids de la densité 44



Systemes de coordonnées
' Utt curvilignes
Dérivée covariante

Iéd echnologie

doo = Va dr .

- (Y
a[L‘] kj 8333

Coefficients de la connexion g ) de b
Symboles de Christoffel 1 vecteurs de base 45

v)\&z —
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Troyes

> utt

Systemes de coordonnées
curvilignes et changements de

coordonnées

Cas général . Cartésiennes vers convectives

T ) L (X7 t) = X!
8:2‘“’ Matrice 8XI

dj\j'u — dx’/ Jacobienne dil — . dajj
oxV oxJ
W F1
Dens.ité o = 833a o po = Jp
scalaire o018
Tenseur apv __ Oz v ozt ozr¥ Ak —1 —1IN\T
comp. T |938|  9x* dar L=JF o (F7)
contravariantes
W
Tenseur oxr® Ox> 0"

covariantes

Probléme pour la vitesse, |'accélération et la dérivée covariante 46



& utl Plan
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Troyes

G;(X',t) : base ni ortho ni normée et dépendante du temps

= Contexte

* Objectif

= Systémes de coordonnées curvilignes et changements
= Observateurs et principe de covariance

= Formalisme 4D

= Dérivée par rapport au temps

= Regard sur les transports objectifs
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utt

université de technologie
Troyes

= Contexte

* Objectif

= Systémes de coordonnées curvilignes et changements
= Observateurs et principe de covariance

= Formalisme 4D

= Dérivée par rapport au temps

= Regard sur les transports objectifs
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o Uit Plan

G (X", 1) : base ni ortho ni normée et dépendante du temps

= Contexte

* Objectif

= Systémes de coordonnées curvilignes et changements
= Observateurs et principe de covariance

= Formalisme 4D

= Dérivée par rapport au temps

= Regard sur les transports objectifs

49



Coordinates
Change of coordinates

Density and weight
= Polar coordinates — orthonormal : Example
X =rcosbf v
< . P Cf)S@ sin 6 P|=1 pl — p—1
y=rsinf sin@ cosf

~ ~/

R=PR C=PC

o
= Polar coordinates - curvilinear: P — -
T Oxd
x =rcos6 p_| cosf -rsinf ‘P‘ . | cosé  smn0
. = . — P— — ol 8 0
y=rsinf sinf rcos6 Sin cos
r r

dS =dxdy=rdrdf
ramre Force W =0 Stress : W =1
PR C=|P[' PC

~/

R

50



Coordinates
Change of coordinates

Density and weight

= Densité Example
M:/ pdV:/ pe dVe
vV Ve

De méme,

Oz |~ 1 dV les contraintes sont des densités.

dVC — dV —_— ; .

83;65 r Les déformations

ne sont pas des densités
0z“

IOC: 83365 p:rp

dV. = dr df dz

51



Dérivee par rapport au

temps
() , ,00)
S
Définition 4D - d( ) _ UV( ) Tﬁnseur 4D£ir;i<3|if£)érent fux
dS C angemen S 1O servateurs
Observateur inertiel : “ ( u® ) 334 — ct
1) _ 200
ds Ox
o) . 00 s () .a()
_ 4=\ /) 1\ 7
“ Ox? Tt ox’ = ot T u Ot

52



Dérivée par rapport au temps

Accélération 4D convective

Tenseur 4D : indifférent aux
changements d’observateurs

Coordonnées convectives de |'accélération : U

o O O O

. . Ol .
A' =UMN,LU" = U/\(&C/\ -1, UR)

Symboles de Christoffel

=0

Attention sur la configuration lagrangienne d( )
de maniére générale, 7 # _~ 7

53



> utt

université de technologie
Troyes

= Contexte

* Objectif

= Systémes de coordonnées curvilignes et changements
= Observateurs et principe de covariance

= Formalisme 4D

= Dérivée par rapport au temps

= Regard sur les transports objectifs

54



Transports objectifs
Utt . Pourquoi?

Objectif : indifférent par changement d’observateur
Quand on a besoin d'un modéle qui contient
des variations par rapport au temps : « rate form »

Exemple 2
Clausius — Duhem, isotherme

Pas de probléemes pour les transformations infinitésimales :

og:é—w>0 w(e) (a—%—t}):éz()

Difficultés pour les transformations finies :

O:d—pMﬁZO w(e) O'Zd—pog—?f:éZO

Pas objectit



Transports objectifs
Utt _ Provocation

rrrrrr

V.O- f — p (. Pas objectif

L'accélération n’est pas indifférente par
changement de rétérentiel : remplagons la par la
transport de Jaumann de la vitesse...



Transports objectifs

Autres solutions
la dérivée de Lie

o:d—poy >0 ¥(e)

Définition de la dérivée de Lie

oT ou* ou* da
A MV
Eu (T)m/ = U 81‘ + T)\z/ Orh + T,u)\ Oz

Dérivée de Lie de e ﬁfv (e)w/ — d'u,/




Transports objectifs
2 Utt Autres solutions
la dérivée de Lie

sur la projection lagrangienne

Définition de la dérivée de Lie

o1 Ou ou
L (T),, =u — +Ty,— +T
(L), Y ox T OxH * HA v

Définition de la dérivée de Lie en convectif, avec [/

o O O O

A 0lr; 017y

LoD =055 = 5




B> utt Objectif

université de technologie
Troyes

Atteint

Pour les tenseurs :

— €44 ei®ej:E1J GI®GJ

- pour le tenseur des déformations : e =

ot ei®ej:E” GGy

- pour le tenseur des contraintes: g =

- pour la vitesse : v=20v'e; =V'Gy
- pour |'accélération: g = a® e; = Al Gt

Dans ce cadre,
la formulation « lagrangienne » devient une projection sur un systeme de
coordonnées des équations tensorielles
il n"est plus nécessaire de choisir

entre descriptions Lagrangienne et Eulérienne
59



