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Jacques Honvault 

Contexte :  
MMC 

Transformations finies 

•  Mise en forme 
•  Polymères 
•  Biomécanique 
•  Crash test 
•  Explosion 
•  ... 
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Plan 

§ Contexte 
§ Définitions MMC 3D 
§ Les difficultés 
§ Formalisme 4D 

§ Solutions 
 



4 

⇢ =
M

V

2R

Contexte :  
Milieux continus 

La matière est elle continue ? 
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La matière est elle continue ? 

⇢

7800 
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Contexte :  
Milieux continus 



Milieux continus 
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La matière est elle continue ? 

⇢

7800 

1 logR (mm) 0,001 0,000001 

Vocabulaire : 
= Point matériel 
= Particule 
= Volume élémentaire  
de référence 
= Point cinématique 
= dV 
M le point de l’espace 

occupé par le point 
matériel à l’instant t 

 
 

Contexte :  
Milieux continus 
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Observateurs 
de transformations 

Un observateur est un hypothétique 
personnage doté d’instruments de mesures 
de l’espace et du temps. 
Un observateur inertiel existe (corps libre = 
mouvement rectiligne uniforme). 
les mesures faites par deux observateurs 
inertiels sont identiques s'il s'agit de deux 
expériences identiques faites par chacun 
 
Grandeurs Observées : 
Longueur, Temps, Masse, 
Vitesse, Force, Température, 
écrouissage ...  

« grandes déf » 

Transformations finies 

 « Hypothèses des  
petites perturbations» 

+ 20°C è + 8 cm / 324 m 

HPP ou 
« p’tites déf » 

Photo :  
Jacques  
Honvault 



Transformations 
finies 

Temps 

Configuration de référence 
(neutre) 

Lagrange 

Configuration actuelle 
Euler 

Transformation  
un difféomorphisme 

xi(XJ , t)
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

XI
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> xi

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Trajectoire 
vitesse pour une particule 

Espace Temps 
Newtonien 
Euclidien 
Métrique I
Pour 
un observateur 
inertiel

vi =
dxi

dt



Transformations finies 
Dilatations 

Configuration de référence 
Lagrange 

Configuration actuelle 
Euler 
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Transformation  
un difféomorphisme : 

xi(XJ , t)
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

XI
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> xi

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

<latexit sha1_base64="IvdFsoqX0xVxIbyZv9LjWzmk6gs="></latexit>

<latexit sha1_base64="sm+vLaEqwcIbGgzPtTjiGNHKxd0="></latexit>

<latexit sha1_base64="UHHtzCLn5n0xLo7u9c1D8cCoFjg="></latexit>

<latexit sha1_base64="L6gaZGgwh7EWbYJwhlyXOhB91NI="></latexit><latexit sha1_base64="XMWkxgbQFVToZ4g/eEwX20La8oY="></latexit>

<latexit sha1_base64="G1kS0vLtCIguIpYacVDF6poDvj4="></latexit>

Tenseur des dilatations Cauchy Green droit 
Green’s deformation tensor  

Cauchy’s deformation tensor  



Configuration de référence 
Lagrange 
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Transformation  
un difféomorphisme : 

xi(XJ , t)
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Pull back 
Push forward 

XI
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> xi

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Configuration actuelle 
Euler 

<latexit sha1_base64="G1kS0vLtCIguIpYacVDF6poDvj4="></latexit>

<latexit sha1_base64="sm+vLaEqwcIbGgzPtTjiGNHKxd0="></latexit>

<latexit sha1_base64="tzuKGNjTi47YYghsP7ay6KaHR8w="></latexit>

<latexit sha1_base64="tzuKGNjTi47YYghsP7ay6KaHR8w="></latexit>

Transformations finies 
Dilatations 



Configuration de référence 
Lagrange 

Configuration actuelle 
Euler 
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Transformation  
un difféomorphisme : 

Gradient de  
la transformation F : 

xi(XJ , t)
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

F i
J =

@xi

@XJ
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

XI
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> xi

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Deformation gradient 

<latexit sha1_base64="sm+vLaEqwcIbGgzPtTjiGNHKxd0="></latexit>

<latexit sha1_base64="G1kS0vLtCIguIpYacVDF6poDvj4="></latexit>

<latexit sha1_base64="IoK+Z1QwZ0805qCEW7e1tXYjAxM="></latexit> <latexit sha1_base64="nnwduwKr+nP8YwFbPv1LsqMxuI4="></latexit>

<latexit sha1_base64="IXUJXwx2nS4+cZrN1ZSFn2szhVA="></latexit>

<latexit sha1_base64="Dpp44hpgipBwgMXBjkXGNvayJKY="></latexit>

B = FFT
<latexit sha1_base64="scqmwhhHY8zEK050PHTsWC28Q8w="></latexit><latexit sha1_base64="scqmwhhHY8zEK050PHTsWC28Q8w="></latexit><latexit sha1_base64="scqmwhhHY8zEK050PHTsWC28Q8w="></latexit><latexit sha1_base64="scqmwhhHY8zEK050PHTsWC28Q8w="></latexit>

Tenseur des dilatations Cauchy Green gauche 

Transformations finies 
Dilatations 



Configuration de référence 
Lagrange 

Configuration actuelle 
Euler 
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Transformation  
un difféomorphisme : 

xi(XJ , t)
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

XI
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> xi

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

<latexit sha1_base64="L6gaZGgwh7EWbYJwhlyXOhB91NI="></latexit>

<latexit sha1_base64="XMWkxgbQFVToZ4g/eEwX20La8oY="></latexit>

ds2 � dS2
<latexit sha1_base64="MAq9hdjIqRYVcdnlhQJPCWr0e7k="></latexit><latexit sha1_base64="MAq9hdjIqRYVcdnlhQJPCWr0e7k="></latexit><latexit sha1_base64="MAq9hdjIqRYVcdnlhQJPCWr0e7k="></latexit><latexit sha1_base64="MAq9hdjIqRYVcdnlhQJPCWr0e7k="></latexit>

<latexit sha1_base64="n5EVqS41Mc7jTV64bbOZvDzBq8M="></latexit>

<latexit sha1_base64="7DcCjtQByi/+AyzN0kRYD55sbW4=">AAAC53icjVHLSsNAFD2Nr1pfVZduQougC0sigroQhCIouqhgVVApyTjVwTQJk4kgoXt37sStP+BW/0T8A/0L74wp+EB0QmbOnHvPmblz/TgQiXKcl4LV1z8wOFQcLo2Mjo1PlCen9pMolYw3WRRE8tD3Eh6IkDeVUAE/jCX3On7AD/yLuo4fXHKZiCjcU1cxP+l4Z6FoC+YpolrlSmmjlW3vdNeO29JjmdvNFrtzdUMtbJllvl WuOjXHDPsncHNQRT4aUfkZxzhFBIYUHXCEUIQDeEjoO4ILBzFxJ8iIk4SEiXN0USJtSlmcMjxiL2g+o91Rzoa0156JUTM6JaBfktLGLGkiypOE9Wm2iafGWbO/eWfGU9/tilY/9+oQq3BO7F+6XuZ/dboWhTZWTA2CaooNo6tjuUtqXkXf3P5UlSKHmDiNTykuCTOj7L2zbTSJqV2/rWfiryZTs3rP8twUb/qW1GD3ezt/gv3FmuvU3N2l6vpq3uoiZlDBHPVzGevYRANN8r7GAx7xZAnrxrq17j5SrUKumcaXYd2/AzlrnCI=</latexit>

Pull back 
Push forward 

Tenseur des déformations Euler-Almansi 

Eulerian strain tensor Lagrangian strain tensor 
Tenseur des déformations de Lagrange 

Transformations finies 
Déformations 

<latexit sha1_base64="18RF5zFahW0PWzg+KkR+OuXf0Pg="></latexit>
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Transformations finies 
Taux de déformation 

Taux de rotation 

<latexit sha1_base64="XkkndgTmUmFV6RTLJlxA/HSYbUU="></latexit>

<latexit sha1_base64="n5EVqS41Mc7jTV64bbOZvDzBq8M="></latexit>

L(I)ij = 2dij
<latexit sha1_base64="r14L7IQkrdBd9RrMmTP1wXsZOqA="></latexit><latexit sha1_base64="r14L7IQkrdBd9RrMmTP1wXsZOqA="></latexit><latexit sha1_base64="r14L7IQkrdBd9RrMmTP1wXsZOqA="></latexit><latexit sha1_base64="r14L7IQkrdBd9RrMmTP1wXsZOqA="></latexit>

L(e)ij = dij
<latexit sha1_base64="UhaczFpoQxTsbuHW7iN6HVia624="></latexit><latexit sha1_base64="UhaczFpoQxTsbuHW7iN6HVia624="></latexit><latexit sha1_base64="UhaczFpoQxTsbuHW7iN6HVia624="></latexit><latexit sha1_base64="UhaczFpoQxTsbuHW7iN6HVia624="></latexit>

Taux de déformation 
<latexit sha1_base64="iZkS2xceapaSCzI0LlO3ZdNEF8Q="></latexit>

<latexit sha1_base64="XnNp4PxhPbZVh8HJB22ajBHPCEY="></latexit>

Taux de rotation 



Tenseurs des contraintes 

Configuration de référence 
Lagrange 

Configuration actuelle 
Euler 

Tenseur des contraintes  
de Cauchy :  �<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Second tenseur  
des contraintes de 
Piola Kirschhoff (PK2) :    

J déterminant de F 
14 

Transformation  
un difféomorphisme : 

⌃
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

⌃ = JF�1� (F�1)T
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

xi(XJ , t)
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Pull back 
Push forward 

XI
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> xi

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>
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Plan 

§ Contexte 
§ Définitions MMC 3D 
§ Les difficultés 
§ Formalisme 4D 

§ Solutions 
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Les modèles de comportement et 
Les problèmes de la MMC Newtonienne 

en transformations finies 

q  Les modèles de comportement doivent : 
•  vérifier la causalité : les informations se propagent à une vitesse finie 
•  vérifier l’invariance par changement d’observateurs (covariance) 
•  être thermodynamiquement compatibles 
•  applicables en transformations finies 

q  Pourquoi ne pas se satisfaire du traitement Newtonien des changements 
d'observateur (objectivité en MMC) ? 

•  Comment construire un modèle de comportement pour un 
observateur qui se déforme ? 

•  Les observateurs Newtoniens sont des solides rigides (avec un 
temps absolu) : confusion / équivalence entre changement 
d'observateurs et invariance par superposition de corps rigide   



Invariance par changement d'observateurs 
et invariance par superposition de 

mouvement de corps rigide 

17 

Puissance virtuelle des efforts intérieurs : 

<latexit sha1_base64="AfGODbhik/GF305DXYEqhmAu60c="></latexit>

Principe d’objectivité 3D : 
 - Invariance par rapport aux changements d’observateurs = 
 - Puissance virtuelle nulle pour un mouvement de corps rigide 
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Les modèles de comportement et 
Les problèmes de la MMC Newtonienne 

en transformations finies 

q  Les modèles de comportement doivent : 
•  vérifier la causalité : les informations se propagent à une vitesse finie 
•  vérifier l’invariance par changement d’observateurs (covariance) 
•  être thermodynamiquement compatibles 
•  applicables en transformations finies 

q  Pourquoi ne pas se satisfaire du traitement Newtonien des changements 
d'observateur (objectivité en MMC) ? 

•  Comment construire un modèle de comportement pour un 
observateur qui se déforme ? 

•  Les observateurs Newtoniens sont des solides rigides (avec un 
temps absolu) : confusion / équivalence entre changement 
d'observateurs et invariance par superposition de corps rigide   

 
q  Les problèmes cinématiques en transformations finies 

•  Quelle définition, quelle variable cinématique choisir ?  
•  Comment pourquoi choisir parmi les transports objectifs ? 
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1D Maxwell : 

τ el = τ visc

ε = ε el + ε visc

!
"
#

$#

τ el = Eε el ⇔ τ el = E ε el

τ visc = µ ε visc

"

#
$

%$

Modèle de comportement 
matériaux visco-élastiques 

Appliquer cette méthode en transformations finies ? 

HPP 

"̇ = "̇el + "̇visc
<latexit sha1_base64="f+Wd7VlGXc3KOLVwELVreZDHSj0="></latexit><latexit sha1_base64="f+Wd7VlGXc3KOLVwELVreZDHSj0="></latexit><latexit sha1_base64="f+Wd7VlGXc3KOLVwELVreZDHSj0="></latexit><latexit sha1_base64="f+Wd7VlGXc3KOLVwELVreZDHSj0="></latexit>

⇒ ε =
τ el

E
+
τ visc

µ
˙( ) ⌘ d( )

dt
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⇒ ε =
τ el

E
+
τ visc

µ

1D Maxwell : 

τ el = τ visc

ε = ε el + ε visc

!
"
#

$#

˙( ) ⌘ d( )

dt

τ el = Eε el ⇔ τ el = E ε el

τ visc = µ ε visc

"

#
$

%$

HPP Transformations finies: 

Hyper élasticité :  ⌧el = f(K, eel)
<latexit sha1_base64="JmAUh8VQjvm5K3hUhYppu2cMODc="></latexit><latexit sha1_base64="JmAUh8VQjvm5K3hUhYppu2cMODc="></latexit><latexit sha1_base64="JmAUh8VQjvm5K3hUhYppu2cMODc="></latexit><latexit sha1_base64="JmAUh8VQjvm5K3hUhYppu2cMODc="></latexit>

⌧el = ⌧visc
<latexit sha1_base64="5dVq/43sFES4oBuOfQ0IFpBQe5g="></latexit><latexit sha1_base64="5dVq/43sFES4oBuOfQ0IFpBQe5g="></latexit><latexit sha1_base64="5dVq/43sFES4oBuOfQ0IFpBQe5g="></latexit><latexit sha1_base64="5dVq/43sFES4oBuOfQ0IFpBQe5g="></latexit>

d = del + dvisc
<latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit><latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit><latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit><latexit sha1_base64="G30nvnJkyKBlKcCymNnrqTxJgV4=">AAACtXicjVLLSgMxFD0dX7VWrWs3g0VwVTJudCnowmUF+4BaZCZNa+y8TDJCKf6AWz9O/AP9C2/iCGoRzTAzJ+fec5KbmyiPpTaMvVS8peWV1bXqem2jXtvc2m7UuzorFBcdnsWZ6kehFrFMRcdIE4t+rkSYRLHoRdNTG+/dC6Vlll6aWS6GSThJ5Vjy0BDVvm40WYu54S+CoARNlCNrPOMKI2TgKJBAIIUhHCOEpmeAAAw5cUPMiVOEpIsLPKBG2oKyBGWExE7pO6HZoGRTmltP7dScVonpVaT0sU+ajPIUYbua7+KFc7bsb95z52n3NqN/VHolxBrcEPuX7jPzvzpbi8EYx64GSTXljrHV8dKlcKdid+5/qcqQQ06cxSOKK8LcKT/P2Xca7Wq3Zxu6+KvLtKyd8zK3wJvdJfU3+NnNRdA9bAWsFVwwVLGLPRxQG49wgnO00SHLER7x5J15t97dxz3wKuWF2MG34el34YWM3A==</latexit><latexit sha1_base64="6RczeozHWbHR8eUDMw9COlXsaUI="></latexit><latexit sha1_base64="6RczeozHWbHR8eUDMw9COlXsaUI="></latexit><latexit sha1_base64="Dn7xkuT/rJHFMCIglcnF5MhsoYU="></latexit><latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit><latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit><latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit><latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit><latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit><latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit>

<latexit sha1_base64="ylJ7lFZjoRrMD5GfoDLZuPQAnD8="></latexit>

⌧el = f(K, del)
<latexit sha1_base64="FIZFAMfB3GeWNSi0C7AiHxzsu7Q="></latexit><latexit sha1_base64="FIZFAMfB3GeWNSi0C7AiHxzsu7Q="></latexit><latexit sha1_base64="FIZFAMfB3GeWNSi0C7AiHxzsu7Q="></latexit><latexit sha1_base64="FIZFAMfB3GeWNSi0C7AiHxzsu7Q="></latexit>

? ? ? 

Modèle de comportement 
matériaux visco-élastiques 

Hypo élasticité  

"̇ = "̇el + "̇visc
<latexit sha1_base64="f+Wd7VlGXc3KOLVwELVreZDHSj0="></latexit><latexit sha1_base64="f+Wd7VlGXc3KOLVwELVreZDHSj0="></latexit><latexit sha1_base64="f+Wd7VlGXc3KOLVwELVreZDHSj0="></latexit><latexit sha1_base64="f+Wd7VlGXc3KOLVwELVreZDHSj0="></latexit>
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Plan 

§ Contexte 
§ Définitions MMC 3D 
§ Les difficultés 
§ Formalisme 4D 

§ Solutions 
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L’observation ne modifie pas les grandeurs DONC 
Les observateurs doivent s’accorder sur l’évaluation des grandeurs 
physiques  

PRINCIPE DE COVARIANCE proposé par A. Einstein 

è Utiliser un formalisme 4D 
 
 

Eringen 1962 : 
Attempts to secure the invariance of the physical relations of motion from 
the observer have produced one of the great triumphs of twentieth-century 
physics. Attempts to free the principles of classical mechanics from the 
motion of an observer were resolved by Einstein in his general theory of 
relativity. 

Observateurs 
et principe de covariance 



General Relativity Newton’s Physics 
23 

The interest of a 4D formalism 

V << c    No G field V ≈ c      G field 

Quasi-static 
Small strain 

No RBR 
 

Galilean 
3D : (x,y,z) 

 
OK 

Any frame 
4D: (x,y,z,ct) 

Rates 
Covariance 



Newton’s Physics General Relativity 
24 

The interest of a 4D formalism 

Quasi-static 
Small strain 

No RBR 
 

Galilean 
3D : (x,y,z) 

 
OK 

Dynamic 
large strain 

RBR 
Galilean 
Observer 

3D+t: (x,y,z,t) 
Rates 

Objectivity  

Any Observer 
4D: (x,y,z,ct) 

Rates 
Covariance 

V << c    No G field V << c    No G field V ≈ c      G field 



General Relativity Newton’s Physics 
25 

The interest of a 4D formalism 

Quasi-static 
Small strain 

No RBR 
 

Galilean 
3D : (x,y,z) 

 
OK 

Any frame 
4D: (x,y,z,ct) 

Rates 
Covariance 

V << c    No G field V << c    No G field V ≈ c      G field 

Dynamic 
large strain 

RBR 
 

Galilean 
Observer 

4D : (x,y,z,t) 
Rates 

Objectivity  



Temps 

Espace R4 sans courbure c : vitesse de la lumière 

 Métrique g de signature (-1,-1,-1,1) 
 
Définition d’un mouvement :  

 Congruence 

Formalisme 4D 
Mouvement 

ligne d’univers 

Vitesse : vecteur tangent unitaire à la ligne d’univers dans la 
direction du temps.  
N’est pas définie par rapport à un observateur 

~uµ =
dxµ

ds
<latexit sha1_base64="aIK2Ol/it8FWYZdnM819tdByx2M="></latexit><latexit sha1_base64="aIK2Ol/it8FWYZdnM819tdByx2M="></latexit><latexit sha1_base64="aIK2Ol/it8FWYZdnM819tdByx2M="></latexit><latexit sha1_base64="aIK2Ol/it8FWYZdnM819tdByx2M="></latexit>

<latexit sha1_base64="J4poFfbGp/JXSH+5cSojR60tu4Q="></latexit>

uµ = dx
µ

ds
=

dxi

dt

c 1− v
2

c2

1

1− v
2

c2

"

#

$
$
$
$
$
$
$
$
$

%

&

'
'
'
'
'
'
'
'
'
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Changement d’observateur 3D : exemple :  
 

 Euclidien : 
 
 
     changement de coordonnées 4D : 
 
 
Matrice jacobienne 4D : 

  

= 

Un tenseur 4D est par construction indifférents 
aux changements d’observateurs 

Formalisme 4D 
Changement de coordonnées 4D 
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Formalisme 4D 
Coordonnées 4D 

Vitesse 4D 

è Définir tous les tenseurs de la MMC en 4D 
 
 
Vitesse : 
 
 
 
 
 
 
 
v : vitesse 3D 

uµ = dx
µ

ds
=

dxi

dt

c 1− v
2

c2

1

1− v
2

c2

"

#

$
$
$
$
$
$
$
$
$

%

&

'
'
'
'
'
'
'
'
'

d
ds
↔

d
dt

dxµ

dt
≈

dxi

dt
c

#

$

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

+
+
+

,

+
+
+



x *1 = z1 + δ(t)
x *2 = z2
x *3 = z3

x *4 = z4 = ct

!

"

#
#
#

$

%

&
&
&
⇒

∂x *µ

∂zν
=

1 0 0 ∂δ(t)
∂z4

= δ(t) / c

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

!

"

#
#
#
#

$

%

&
&
&
&

uµ (A) = ∂x *
µ

∂zν
u *ν (A) =

1 0 0 δ / c
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

0
0
0
c

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'
=

δ
0
0
c

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

§  Observateur inertiel : z 
§  Observateur en translation « * »  

§  Changement de coordonnées 4D: 

§  Vitesse de A dans « * » : 

§  Vitesse de A vu par l’observateur inertiel 

La vitesse 4D est 
indifférente aux 
changements  
d’observateur 
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A 
x*1 

x*2 

+ 
z1 

z2 δ(t) 

⇒ u * (A) =
0
0
0
c

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

Formalisme 4D 
Changement de coordonnées 4D 



Temps 

Temps 

Mouvement 1 : Reference 

Mouvement 2 : 

Formalisme 4D 
Transformation 4D 

xi = f i(X j, t)

x4 = ct

!
"
#

$#M (xµ )

M (Xi, t) Xi = cte
X4 = ct

!
"
#

$#



Temps 

Mouvement 1 : Reference 

Temps 

Mouvement 2 : xi = f i(X j, t)

x4 = ct

!
"
#

$#

M (xµ )

F ν
µ =

∂xµ

∂Xν

Xi = cte
X4 = ct

!
"
#

$#

F ν
µ = F j

i vi

c
0, 0, 0 1

!

"

#
#

$

%

&
&

4D gradient de la transformation 

Formalisme 4D 
Transformation 4D 

Et on peut définir contraintes, 
déformations... 



Transformations finies 
Dilatations 4D 
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Transformation  
un difféomorphisme : 

xi(XJ , t)
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

<latexit sha1_base64="IvdFsoqX0xVxIbyZv9LjWzmk6gs="></latexit>

<latexit sha1_base64="sm+vLaEqwcIbGgzPtTjiGNHKxd0="></latexit>

<latexit sha1_base64="UHHtzCLn5n0xLo7u9c1D8cCoFjg="></latexit>

<latexit sha1_base64="G1kS0vLtCIguIpYacVDF6poDvj4="></latexit>

Temps 

Mouvement 1 : Reference 
Xi = cte
X4 = ct

!
"
#

$#

Temps 

Mouvement 2 : 

xi = f i(X j, t)

x4 = ct

!
"
#

$#

<latexit sha1_base64="sLMlnl3cYJv0O6g5UMhvol2k/uE="></latexit>

<latexit sha1_base64="sLMlnl3cYJv0O6g5UMhvol2k/uE="></latexit>
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Transformations finies 
Taux de déformation 4D 

Taux de rotation 4D 

<latexit sha1_base64="XkkndgTmUmFV6RTLJlxA/HSYbUU="></latexit>

<latexit sha1_base64="n5EVqS41Mc7jTV64bbOZvDzBq8M="></latexit>

L(I)ij = 2dij
<latexit sha1_base64="r14L7IQkrdBd9RrMmTP1wXsZOqA="></latexit><latexit sha1_base64="r14L7IQkrdBd9RrMmTP1wXsZOqA="></latexit><latexit sha1_base64="r14L7IQkrdBd9RrMmTP1wXsZOqA="></latexit><latexit sha1_base64="r14L7IQkrdBd9RrMmTP1wXsZOqA="></latexit>

L(e)ij = dij
<latexit sha1_base64="UhaczFpoQxTsbuHW7iN6HVia624="></latexit><latexit sha1_base64="UhaczFpoQxTsbuHW7iN6HVia624="></latexit><latexit sha1_base64="UhaczFpoQxTsbuHW7iN6HVia624="></latexit><latexit sha1_base64="UhaczFpoQxTsbuHW7iN6HVia624="></latexit>

Taux de déformation 
<latexit sha1_base64="iZkS2xceapaSCzI0LlO3ZdNEF8Q="></latexit>

<latexit sha1_base64="XnNp4PxhPbZVh8HJB22ajBHPCEY="></latexit>

Taux de rotation 
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Plan 

§ Contexte 
§ Définitions MMC 3D 
§ Les difficultés 
§ Formalisme 4D 

§ Solutions 
 



Invariance par changement d'observateurs 
et invariance par superposition de 

mouvement de corps rigide 

35 

Puissance virtuelle des efforts intérieurs : 

<latexit sha1_base64="AfGODbhik/GF305DXYEqhmAu60c="></latexit>

Principe de covariance 4D : 
 - Invariance par rapport aux changements d’observateurs 

 
 - un choix  
 Puissance virtuelle nulle pour un mouvement de corps rigide 
 ou pas...  
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Formuler l’ hyper-élasticité en “rate form”: 
 La dérivée de Lie est : 

 - Invariante par changement d’observateurs 

 - Invariante par superposition de mouvement de corps rigide 

  - Une variation par rapport au temps 

Hyper élasticité: 
-  Linear 
-  Neo Hookean 
-  Mooney Rivlin 
-  ... 

“Rate form”: 
-  Linear 
-  Neo Hookean 
-  Mooney Rivlin 
-  ... 

Construction 
modèle visco-elastique 

Hyper élasticité :  ⌧el = f(K, eel)
<latexit sha1_base64="JmAUh8VQjvm5K3hUhYppu2cMODc="></latexit><latexit sha1_base64="JmAUh8VQjvm5K3hUhYppu2cMODc="></latexit><latexit sha1_base64="JmAUh8VQjvm5K3hUhYppu2cMODc="></latexit><latexit sha1_base64="JmAUh8VQjvm5K3hUhYppu2cMODc="></latexit>

Hyper élasticité « rate form » :  
<latexit sha1_base64="elyYWXt1mDGw+u75QrscsVGDwoc="></latexit>
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Maxwell 

Construction 
modèle visco-elastique 
transformations finies 

Neo Hookéen incompressible 

⌧el = f(K, eel)
<latexit sha1_base64="JmAUh8VQjvm5K3hUhYppu2cMODc="></latexit><latexit sha1_base64="JmAUh8VQjvm5K3hUhYppu2cMODc="></latexit><latexit sha1_base64="JmAUh8VQjvm5K3hUhYppu2cMODc="></latexit><latexit sha1_base64="JmAUh8VQjvm5K3hUhYppu2cMODc="></latexit>

⌧el = ⌧visc
<latexit sha1_base64="5dVq/43sFES4oBuOfQ0IFpBQe5g="></latexit><latexit sha1_base64="5dVq/43sFES4oBuOfQ0IFpBQe5g="></latexit><latexit sha1_base64="5dVq/43sFES4oBuOfQ0IFpBQe5g="></latexit><latexit sha1_base64="5dVq/43sFES4oBuOfQ0IFpBQe5g="></latexit>

d = del + dvisc
<latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit><latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit><latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit><latexit sha1_base64="G30nvnJkyKBlKcCymNnrqTxJgV4=">AAACtXicjVLLSgMxFD0dX7VWrWs3g0VwVTJudCnowmUF+4BaZCZNa+y8TDJCKf6AWz9O/AP9C2/iCGoRzTAzJ+fec5KbmyiPpTaMvVS8peWV1bXqem2jXtvc2m7UuzorFBcdnsWZ6kehFrFMRcdIE4t+rkSYRLHoRdNTG+/dC6Vlll6aWS6GSThJ5Vjy0BDVvm40WYu54S+CoARNlCNrPOMKI2TgKJBAIIUhHCOEpmeAAAw5cUPMiVOEpIsLPKBG2oKyBGWExE7pO6HZoGRTmltP7dScVonpVaT0sU+ajPIUYbua7+KFc7bsb95z52n3NqN/VHolxBrcEPuX7jPzvzpbi8EYx64GSTXljrHV8dKlcKdid+5/qcqQQ06cxSOKK8LcKT/P2Xca7Wq3Zxu6+KvLtKyd8zK3wJvdJfU3+NnNRdA9bAWsFVwwVLGLPRxQG49wgnO00SHLER7x5J15t97dxz3wKuWF2MG34el34YWM3A==</latexit><latexit sha1_base64="6RczeozHWbHR8eUDMw9COlXsaUI="></latexit><latexit sha1_base64="6RczeozHWbHR8eUDMw9COlXsaUI="></latexit><latexit sha1_base64="Dn7xkuT/rJHFMCIglcnF5MhsoYU="></latexit><latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit><latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit><latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit><latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit><latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit><latexit sha1_base64="GOKlt3bQQ4TMeAO9hd1+GC5GHhU="></latexit>

<latexit sha1_base64="ylJ7lFZjoRrMD5GfoDLZuPQAnD8="></latexit>

Fluide visqueux :  

L(e)ij = dij
<latexit sha1_base64="UhaczFpoQxTsbuHW7iN6HVia624="></latexit><latexit sha1_base64="UhaczFpoQxTsbuHW7iN6HVia624="></latexit><latexit sha1_base64="UhaczFpoQxTsbuHW7iN6HVia624="></latexit><latexit sha1_base64="UhaczFpoQxTsbuHW7iN6HVia624="></latexit>

<latexit sha1_base64="+mWqZ7yi5NEP8rIFEcFgf8O8n/o="></latexit>

Modèle de Maxwell 
transformations finies 
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Conclusion 

§  Le formalisme 4D garantit l’invariance par 
changement d’observateurs 

§  Apporte un guide pour le choix des 
dérivées et la construction des modèles de 
comportement 
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xi
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

x̂i
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

dx̂µ =
@x̂µ

@x⌫
dx⌫

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

↵ =

����
@x↵

@x̂�

����
W

↵
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

↵̂µ⌫ =

����
@x↵

@x̂�

����
W @x�

@x̂µ

@x

@x̂⌫
↵�

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

↵̂µ⌫ =

����
@x↵

@x̂�

����
W @x̂µ

@x�

@x̂⌫

@x
↵�

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Matrice 
Jacobienne 

x̂i(XJ , t) = XI
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

E = FT e F
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

⌃ = JF�1� (F�1)T
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

dx̂I =
@XI

@xj
dxj

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

F�1
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

⇢0 = J⇢
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Cas général Cartésiennes vers convectives 

Densité  
scalaire 

Tenseur 
comp. 
contravariantes 

Tenseur 
comp. 
covariantes 

OK pour la vitesse, l’accélération, la dérivée covariante... 

Formalisme 4D 
Changement de coordonnées 4D 

Coordonnées convectives 4D 



La relation :                                        peut-elle prétendre  
à être un changement de coordonnées ? 

Objectif 

     et E “pull back” de    et e sur la configuration de référence : �
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>⌃

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

E = FT e F
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

⌃ = JF�1� (F�1)T
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

⌃ = JF�1� (F�1)T
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>
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r.� + f = ⇢ a
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Pour les équations : 
@�ij

@xj
+ f i = ⇢ ai

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

rJ⌃
IJ + f I = (J⇢) AI

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

PFD : 

Coord. 
cartésiennes 

Coord.  
Lagran- 
giennes 



Objectif 

Dans ce cadre,  
la formulation « lagrangienne » devient une projection sur un système de 

coordonnées des équations tensorielles 
il n’est plus nécessaire de choisir  

entre descriptions Lagrangienne et Eulérienne 
41 

Quel cadre, pour pouvoir considérer le « push back » comme un changement 
de coordonnées vers un système de coordonnées « lagrangiennes » ? 

Pour les tenseurs : 
 

 - pour le tenseur des déformations : 
 

 - pour le tenseur des contraintes :  
 

 - pour la vitesse :  
 

 - pour l’accélération :  
 - ... 

vecteurs de base associés à 
un système de coordonnées 
lagrangiennes 

v = vi ei = V i GI
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

a = ai ei = Ai GI
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

GI
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

� = �ij ei ⌦ ej = ⌃IJ GI ⌦GJ
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

e = eij e
i ⌦ ej = EIJ GI ⌦GJ

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>
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Système de coordonnées 
lagrangiennes = convectives 

Vecteurs de base 

Coord. 
cartésiennes 

Coord.  
convectives 

Configuration de référence 
Lagrange 

Configuration actuelle 
Euler 

XI
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xi(XJ , t)
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e2
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e1
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Pull back 
Push forward 
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: base ni ortho ni normée et dépendante du temps 

Plan 

§  Contexte 
§  Objectif 
§  Systèmes de coordonnées curvilignes et changements 
§  Observateurs et principe de covariance 
§  Formalisme 4D 
§  Dérivée par rapport au temps 
§  Regard sur les transports objectifs 
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Systèmes de coordonnées 
curvilignes et changements de 

coordonnées 
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Matrice 
Jacobienne 

Cas général Cartésiennes vers convectives 

Densité  
scalaire 

Tenseur 
comp. 
contravariantes 

Tenseur 
comp. 
covariantes 
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Systèmes de coordonnées 
curvilignes  

Dérivée covariante 

@gi

@xj
= �k

ijgk
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Coefficients de la connexion 
Symboles de Christoffel 
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Systèmes de coordonnées 
curvilignes et changements de 

coordonnées 
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Matrice 
Jacobienne 
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Cas général Cartésiennes vers convectives 

Densité  
scalaire 

Tenseur 
comp. 
contravariantes 

Tenseur 
comp. 
covariantes 

Problème pour la vitesse, l’accélération et la dérivée covariante 
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: base ni ortho ni normée et dépendante du temps 
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§  Polar coordinates – orthonormal : 
 

 
 
 

 
 

§  Polar coordinates - curvilinear: 
 

x = rcosθ
y = rsinθ

!
"
#

$#
P = cosθ −sinθ

sinθ cosθ

"

#
$

%

&
' P =1

dS = dxdy =r dr dθ

x = rcosθ
y = rsinθ

!
"
#

$#
P−1 =

cosθ sinθ
−sinθ
r

cosθ
r

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

P = r

Coordinates 
Change of coordinates 

Density and weight 
Example 

PT = P�1

R = PR C = PC

Force :W = 0
R = PR

Stress :W =1
C = P −1PC

P i
j =

@exi

@xj
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§  Densité 
 

 
 
 

 
 
 

Coordinates 
Change of coordinates 

Density and weight 
Example 
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dVc = dr d✓ dz
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De même,  
les contraintes sont des densités. 
 
Les déformations  
ne sont pas des densités  
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Dérivée par rapport au 
temps 

˙( ) ⌘ d( )

dt
=

@( )

@t
+ vi
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@xi
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Définition 3D : 

Définition 4D : Tenseur 4D : indifférent aux 
changements d’observateurs 

= u4 @( )

@x4
+ ui @( )

@xi
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Observateur inertiel : 



Ai = U�r�U
i = U�(

@U i

@x�
+ �i

�U
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Dérivée par rapport au temps 
Accélération 4D convective 

Tenseur 4D : indifférent aux 
changements d’observateurs 

Coordonnées convectives de l’accélération : 

a = u.r(u)
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Symboles de Christoffel 

U
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=0 

Attention sur la configuration lagrangienne 
de manière générale,  

d( )

dt
6= @( )

@t
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Plan 

§  Contexte 
§  Objectif 
§  Systèmes de coordonnées curvilignes et changements 
§  Observateurs et principe de covariance 
§  Formalisme 4D 
§  Dérivée par rapport au temps 
§  Regard sur les transports objectifs 

 



Transports objectifs 
Pourquoi? 

Objectif : indifférent par changement d’observateur 
Quand on a besoin d’un modèle qui contient 

des variations par rapport au temps : « rate form » 
 
  Exemple 2 
  Clausius – Duhem, isotherme 
 
Pas de problèmes pour les transformations infinitésimales : 
 
 
 
 
Difficultés pour les transformations finies : 
 

Pas objectif 



Transports objectifs 
Provocation 

Pas objectif r.� + f = ⇢ a
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L’accélération n’est pas indifférente par 
changement de référentiel : remplaçons la par la 

transport de Jaumann de la vitesse... 



Transports objectifs 
Autres solutions  
la dérivée de Lie 

Lv(e)µ⌫ = dµ⌫
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Définition de la dérivée de Lie 

Dérivée de Lie de e 
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Transports objectifs 
Autres solutions  
la dérivée de Lie 

sur la projection lagrangienne 

Définition de la dérivée de Lie 
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Définition de la dérivée de Lie en convectif, avec  
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Objectif 
Atteint 

Dans ce cadre,  
la formulation « lagrangienne » devient une projection sur un système de 

coordonnées des équations tensorielles 
il n’est plus nécessaire de choisir  

entre descriptions Lagrangienne et Eulérienne 
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Pour les tenseurs : 
 

 - pour le tenseur des déformations : 
 

 - pour le tenseur des contraintes :  
 

 - pour la vitesse :  
 

 - pour l’accélération :  
 - ... 

v = vi ei = V i GI
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