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Variété de Poisson réelle //‘

Une variété de Poisson réelle est une variété différentiable M munie
d'une application {.,.} : C=°(M,R) x C>*(M,R) — C>*(M,R) tel que :
% {.,.} est bilinéaire antisymeétrique;
e {.,.} satisfait I'identité de Jacobi pour tousf,g,h € C°(M,R) :

{fa {g7 h}} + {gv {hvf}} + {hv {f’g}} =0;

© {.,.} satisfait I'identité de Leibnitz pour tous f,g € C>(M,R)

{f.gh} = {f,g}th +f{f, h}.
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Algébre de Poisson o /‘

Définition
Une algébre de Poisson A est un F-espace vectoriel muni de deux
applications bilinéaires

AXA - A AxA — A
(F,G) — FG (F,G) — {F,G}
vérifiant
% (A,.) est une F-algebre associative commutative unitaire ;
# (A, {-,-}) estuneTF-algebre de Lie;
€ pourtoutF,G,H e A :
{FG,H} = F{G,H} + G{F,H}. (Leibniz)
En particulier pour tout F,G,H € A on a

{G,F} = —{F, G},
{{F,G},H} + {{G,H},F} + {{H,F},G} = 0. (Jacobi)

Poisson Algébrique C. Ospel



Algebre de Lie des dérivations //‘

Définition
Soit A une algébre commutative. Une dérivation de A est une
application linéaire V : A — A vérifiant pour tout F,G € A :

VIFG] = FV[G] + GV[F].
On note X' (A) I'ensemble des dérivations de A.

X!(A) est un A-module pour le produit a droite.

Poisson Algébrique C. Ospel



Algebre de Lie des dérivations //‘

Définition
Soit A une algébre commutative. Une dérivation de A est une
application linéaire V : A — A vérifiant pour tout F,G € A :

VIFG] = FV[G] + GV[F].
On note X' (A) I'ensemble des dérivations de A.

X!(A) est un A-module pour le produit a droite.

Pour tout V, W € X!(A) le crochet [V,W] =V oW — Wo V est une
dérivation de A.

(X'(A),[,-]) est une algébre de Lie.
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Dérivation Hamiltonienne //‘

Définition
Soit A une algebre de Poisson.
Une dérivation Hamiltonienne de A est une dérivation de la forme

XH - A — L,
F — {FH avec H un élément de A.

Pour A une algébre de Poisson on note Ham(.A) I'ensemble des
dérivations Hamiltonienne de A.
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Dérivation Hamiltonienne //‘

Définition
Soit A une algebre de Poisson.
Une dérivation Hamiltonienne de A est une dérivation de la forme

XH - A — L,
F — {FH avec H un élément de A.

Pour A une algébre de Poisson on note Ham(.A) I'ensemble des
dérivations Hamiltonienne de A.

Soit A une algebre de Poisson. Lapplication x: A — Ham(A)
H — XH

est un anti-morphisme d’algébre de Lie : pour tout H,K € A :

[x#, Xk] = =X {(#.x}-
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Preuve

Pour tout H,K,F € Aona

[XH» XK} [F ]

= xu[xk[F1] — xx[xu[F]]

{{F’K}’H} - {{F’H}’K}
{{F, K}, H} +{{H,F} K}

_{{KaH})F}
_{F7 {HrK}} - _X{HJ(}[F]

A

(antisymétrie)
(Jacobi)

Poisson Algébrique
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Casimir 4/‘

Par définition le noyau de x est aussi le centre de I'algébre de Lie
(Av {'7 })

Définition

Soit A une algebre de Poisson. On dit qu’'un élément H de A est un

Casimir s'il appartient au noyau de x : xy = 0.
On note Cas(A) I'ensemble des Casimir de A.

f Cas(A) est une sous-algebre de A contenant I'image de FF pour
linclusion F — A
a — aly

# Pour tout F € Cas(A) et xy € Ham(A) on a Fxy = Xru-
Donc Ham(.A) est un Cas(.A)-module.
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Structure de Poisson sur I'espace affine F¢ g /‘

Soit F(R?) = R[xy, . .. x4]-

Définition
On dit que F? est une variété affine de Poisson si I'algébre F(F¢) est
munie d’une structure d’algébre de Poisson.
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Structure de Poisson sur I'espace affine F¢ g /‘

Soit F(R?) = R[xy, . .. x4]-

Définition

|

On dit que F? est une variété affine de Poisson si I'algébre F(F¢) est
munie d’une structure d’algébre de Poisson.

Proposition

Soit {-,-} une structure de Poisson sur F(F?).
Pour tout F,G € F(F%) on a

OF 0G

{F,G} = Z{x,,xj}ax .

NS
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Preuve par récurrence . /‘

Evident pour F, G monémes de degré 0 ou 1.
On suppose le résultat vrai pour deg(F) + deg(G) < n avecn > 2

F, G des mondmes tels que deg(F) + deg(G) =n + 1.
On peut supposer que F = F,F, avec F, F, des mondmes tels que

deg(F,) < deg(F) et deg(F») < deg(F).
{F,G} —{F1F2 G} = Fl{F27G}+F2{F1,G}
= Fi Z{x”x1}8F2 Je +F Z{x,,

zdl

OF; 9G
8 Xi 8xj

OF 0G
= Z{xhxj}a 8xj

NS
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Matrice de Poisson > /‘

¢ variété affine de Poisson.
Le crochet de Poisson est défini par les d? fonctions x; € F(F9)
données pour 1 < i,j < d par x; = {x;,x;}.

La matrice X = (x;;)1<ij<s €St appelée matrice de Poisson.
Les coefficients satisfont pour tout 1 < i,j,k < d
xj=—x;i et {{x,x}hx}+ {{xx}tx}b + {{xx} 5t =0

La derniere relation se réécrit
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Caractérisation des structures de Poisson sur R? /‘

Soit X = (x;) € M,,(F(F?)) une matrice antisymétrique.
La bidérivation, antisymétrique donnée pour tout F, G € F(F?) par

d
OF 0G
F — e
{ »G} Z xl] axi an
i,j=1
est une crochet de Poisson si et seulement pour tout (x;, xj, x;) avec
1 <i < j <k < k l'identité de Jacobi est vérifiée :

o b} + g,k %} + {{xe, xi}, %} = 0.

Poisson Algébrique C. Ospel



Variété affine de Poisson quelconque P /‘

M variété affine : ensemble des zéros d’une famille de polynédmes a d
inconnus telle que

I:{FGF[xl,...,deVXEMF(X) :0}

est un idéal premier.

M est une variété affine de Poisson si F[xy, ..., x,4]/Z est muni d'une
structure d’algébre de Poisson.
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Rang

M

Définition
Soit (M, {-,-}) une variété affine de Poisson etm € M.

§ Lerang de{-,-} enm estle rang de la matrice de Poisson
évaluée en m. On le note Rk, {-, - }.

® Lerang de {-,-} estle rang maximum max,cyRk,{-,-}. On le
note Rk{:,-}.

© Un point régulier de M est un point m de M ou le rang est
maximum.

% Un point singulier de M est un point qui n’est pas régulier.

Le crochet étant antisymétrique le rang d’'un crochet est pair.

Poisson Algébrique C. Ospel
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Variété de Poisson réelle //‘

Une variété de Poisson réelle est une variété différentiable M munie
d'une application {.,.} : C=°(M,R) x C>*(M,R) — C>*(M,R) tel que :
% {.,.} est bilinéaire antisymeétrique;
e {.,.} satisfait I'identité de Jacobi pour tousf,g,h € C°(M,R) :

{fa {g7 h}} + {gv {hvf}} + {hv {f’g}} =0;

© {.,.} satisfait I'identité de Leibnitz pour tous f,g € C>(M,R)

{f.gh} = {f,g}th +f{f, h}.
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Variété de Poisson complexe compacte P /‘

Le tore complexe M = C?/Z,, est une variété complexe compacte.
Dans ce cas les fonctions holomorphes sur M sont les fonctions
constantes.
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Variété de Poisson complexe compacte a /‘

Le tore complexe M = C?/Z,, est une variété complexe compacte.
Dans ce cas les fonctions holomorphes sur M sont les fonctions
constantes.

Considére une version localisée de la définition :
Soit m un point de M.

Fn(M)={(F,U),U ouvertde M,F : U — C}.
Relation d’équivalence sur F,,(M) :
(F,U) ~ (G, U) & 3(H,W),WCcUNVetH=F|, =G|,

Pour tout (F, U) € F,,(M) on note F,, |a classe d’équivalence
associée, appelée germe de (F, U) en m.

Poisson Algébrique C. Ospel



Dérivation, Bidérivation pointée o /‘

M variété, m ¢ M

Une dérivation pointée en m est une application linéaire :
Om : Fm(M)/ ~— T telle que pour toutes fonctions F, G définies dans
un voisinage de m on a

6171 [Fme} = F(m)ém [Gm] + G(m)(Sm[Fm]-

On définit alors 7,,(M) par 'ensemble des dérivations pointées en m.
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Dérivation, Bidérivation pointée o /‘

M variété, m ¢ M

Une dérivation pointée en m est une application linéaire :
Om : Fm(M)/ ~— T telle que pour toutes fonctions F, G définies dans
un voisinage de m on a

6171 [Fme} = F(m)ém [Gm] + G(m)(Sm[Fm]-

On définit alors 7,,(M) par 'ensemble des dérivations pointées en m.

Une bidérivation pointée en m est une application bilinéaire
By : Fu(M)/ ~ xXFu(M)/ ~— F

telle que en fixant chacune des variables on obtient une dérivation
pointée en m.

Poisson Algébrique C. Ospel



Ecriture locale d’une dérivation pointée P /‘

Si (U, x) est une carte locale de M en m alors pour tout 1 <i < dona
une dérivation pointée (a%) : Fn(M)/ ~— F donnée pour tout
(F,U) € Fu(M) par

(ai,-) [Fo] = 8i(F ox~Y),

m

avec 0; la dérivée par rapport a la i-eme variable.

F¢ — 5 F

Poisson Algébrique C. Ospel



Exemple bidérivation pointée _

A toutes dérivations pointées ¢,,, £, on peut associer une bidérivation
pointée antisymétique 6,, A €, définie pour tout (F, U), (G, V) € F,.(M)
par

OmFp  0mGp

Si (U, x) est une carte locale de M en m alors pour tout 1 < i,j < d on
a une bidérivation pointée antisymétrique

(). ().,

A

Poisson Algébrique C.

Ospel



Champ de bivecteurs o /‘

Un champ de bivecteurs est une application qui a tout m € M associe
une bidérivation antisymétrique P,, pointée en m telle que pour tous
ouvert U de M et fonctions F, G de F(U) on a P[F,G] € F(U) avec
pourm € U

P[F,G|(m) = P,[Fp, Gpl.

Lensemble des champs de bivecteurs forme un F(M)-module.
Dans une carte locale (U, x) le champ de bivecteur P s’écrit

0 0
P= Plx;, xj]=— A =—.
Z [)C x/] ax. A axj

1<i<j<d !

Poisson Algébrique C. Ospel



Variété de Poisson = /‘

Définition
Soit T un champ de bivecteurs sur une variété M. On dit que T est
une structure de Poisson sur M si pour tout ouvert U de M la

restriction de = a U munit F(U) d’une structure d’algebre de Poisson.
On dit que (M, ) est une variété de Poisson.

Pour tout ouvert U de m et F, G € F(U) on note «[F, G] par {F,G}.

Poisson Algébrique C. Ospel



Variété de Poisson > /‘

|

Définition

Soit T un champ de bivecteurs sur une variété M. On dit que T est
une structure de Poisson sur M si pour tout ouvert U de M la
restriction de = a U munit 7 (U) d’'une structure d’algébre de Poisson.
On dit que (M, ) est une variété de Poisson.

Pour tout ouvert U de m et F, G € F(U) on note «[F, G] par {F,G}.
Dans une carte locale (U, x) le crochet de Poisson de F,G € F(U)
s’écrit a
F.6 = X figdpe Ape
1<i<j<d

La matrice X = ({x;,x;}) € My(F(U)) est appelé matrice de Poisson
de 7 par rapport aux coordonnées x, . . . , xg.

Poisson Algébrique C. Ospel



Caractérisation des structures de Poisson o /‘

De méme que pour les variétés affines on a

Proposition

Soit = un champ de bivecteurs sur une variété M de dimension d.
Alors 7 est une structure de Poisson sur M si et seulement si pour
toute collection de coordonnées locales (U, x) recouvrant M et pour
touti,j,kavecl <i<j<k<dona

{{xi, 5} ad + {{og, xd, xi + {{x, x5 = 0.
La relation peut se réecrire :

d
Ox ij Ox Cik ka,-
2 (’”k ox M ow oy

avec x;; = {x,‘, Xj}.

Poisson Algébrique C. Ospel



Spécialisation au cas réel _ /‘

Si M est une variété différentielle (réelle) alors tout germe est le
germe d’une fonction définie sur M.

On retrouve ainsi la définition habituelle des variétés différentielle.

Poisson Algébrique C. Ospel
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Structure de Poisson constante P /‘

V un espace vectoriel de dimension d
Une structure de Poisson constante sur V est un crochet de Poisson
sur F(V) telle que {F, G} € F pour tous F, G des fonctions linéaires.

Dans un systéme de coordonnées linéaire (xi,...,x;) on a

Proposition

Lensemble des matrices antisymétriques X € M,(F) est en bijection
avec I'ensemble des structures de Poisson constante sur'V.
A tout X € M,(FF) on associe pour tout F,G € F(V) le crochet

d
OF 0G
(F.G} =S x;o— 22,
Z ’8x,~ an

ij=1

Poisson Algébrique C. Ospel



Exemple de structure de Poisson constante /‘

R, (q1,---,qn,P1,---,Pn) UN Systéme de coordonnées linéaire de R*"
Avec le crochet a la matrice par bloc X = ( (I)d Ig”) est 'espace
— Mn

R?" une variété de Poisson avec pour tous f, g € F(R*") :

N~ [(Of 9z O 0g
{'f’ g} . Z (3Pi 0q; 0q; 3P;) .

i=1

Poisson Algébrique C. Ospel



Structure de Lie-Poisson & /‘

g une algebre de Lie de dimension finie
A tout e € g on associe I'évaluationene: e¢*: g* — F
£ = &)
A toute base (ey, . ..,e,) de g on associe le systéeme de coordonnées
linéaire (xi,...,x;) de g* ol x; = ¢f.
On pose X = ([e;, ¢;]*) € M, (F(g")).

Poisson Algébrique C. Ospel



Structure de Lie-Poisson »

g une algebre de Lie de dimension finie
A tout e € g on associe I'évaluationene: e¢*: g* — F
£ = &)
A toute base (ey, . ..,e,) de g on associe le systéeme de coordonnées
linéaire (xi,...,x;) de g* ol x; = ¢f.
On pose X = ([e;, ¢;]*) € M, (F(g")).

Le crochet associé a X est donnée pour tout F, G € F(g*) par

d
OF 0G
INESS
Par définition on a pour tout 1 <i,j < d: {ef, e} = [ei, ¢]]".
Alors (F(g*),{,-}) est une algébre de Poisson.

A

Poisson Algébrique C. Ospel



Structure de Lie-Poisson de so3(R) P /‘

Lalgébre de Lie so3(R) admet pour base

00 0 0 0
=10 0 —1|, 5,=(0 o0
0 1 -1 -1 0

Avec le crochet donné par

[Jxa-]y] =J;, [Jya-]Z} =Jx, [szjx] — Jy~

Poisson Algébrique C. Ospel



Structure de Lie-Poisson de so3(R) - /‘

Lalgébre de Lie so3(R) admet pour base

00 0 0 0 1 0 -1 0
=100 -1], 5,=(0 0 o), L=[1 0 of.
01 -1 ~1 0 0 0 0 0

Avec le crochet donné par
[Jxa-]y] =J, [Jya-]Z} =J [szjx] = Jy~

Donc F(so3(R)*) est une algébre de Poisson avec le crochet donné

par la matrice
(0] z -y
—z 0 X
y —x 0

x* +y? + 7% est un Casimir, et le rang de la structure en tout point est 2.

Poisson Algébrique C. Ospel



Structure de Poisson linéaire //‘

V un espace vectoriel de dimension d

Une structure de Poisson constante sur V est un crochet de Poisson
sur F(V) telle que {F, G} est une fonction linéaire pour tous F, G des
fonctions linéaires.

Proposition

L'ensemble des structures de Poisson sur V* est en bijection avec
I'ensemble des structures d’algébre de Lie surV.

Poisson Algébrique C. Ospel
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Multidérivation algébrique & /‘

Soit A une algébre associative commutative et p € N*.
Une application p-linéaire antisymétrique P de A? dans A est dite une
p-dérivation si pour tout F,G;,...G, € Aona:

P[FGy,...,G,] = FP[G\,...,G,| + G\P[F,Ga,...,G,].
On note X7 (.A) le A-module des p-dérivations antisymétriques,
X0(A) = Aet
X(A) = P (A).

p=0

En particulier X(.A) est un .A-module gradué.

Poisson Algébrique C. Ospel



Battage - /‘

Pour tout p, ¢ € N un (p, ¢)-battage est une permutation o de S,
telle que

o(l) <. <a(p), et op+1)<---<oalp+q).

On note S, , 'ensemble des (p, q)-battages.

12 3\ (1 2 3
Pourp—2€tq—3°”ash2—{1d7(2 1 3)’(3 1 2)}

Poisson Algébrique C. Ospel



Battage - /‘

Pour tout p, ¢ € N un (p, ¢)-battage est une permutation o de S,
telle que

o(l) <. <a(p), et op+1)<---<oalp+q).

On note S, , 'ensemble des (p, q)-battages.

12 3\ (1 2 3
Pourp—2€tq—3°”ash2—{1d7(2 1 3)’(3 1 2)}

Pourtout o € S, , onasoito(l) =1,soito(p+ 1) = 1.

Sio € §,, alors la permutation ¢’ donnée par

o' (i) = o(lg+i) sil<i<p
L oli-p) sip+1<i<p+g

est un (p, g)-battage avec e(c’) = (—1)"z(0).

Poisson Algébrique C. Ospel



Produit A ‘//‘

On considére le produit A : X7(A) x X4(A) — XP+4(A) donnée pour
tout P € X7(A), 0 € X9(A) avecp e N*, ge NetF,Fy,...,F, € A
par

FAQ=FQ=QAF

PAQINF1,...,Fprg = D e(@)PIFoy, - s Fo)lQF o1y, - s Fotpia)]
oES, 4

Proposition

(X(A),N) est une A-algébre associative gradué commutative : pour
fous P € XP(A), Q € X4(A) etF € Aona

(FP)AQ =P A (FQ) =F(PAQ), PAQ=(=1)"QAP.

Poisson Algébrique C. Ospel



Exemple de produit A

Pour V,V, € X'(A) et F|,F, € Aona

ViAVI[FL Fl = ) e(0)VilFo)ValFop)

(SR

= Vi[F1|Va[F2] — Vi[R]Va[F1] =

Plus généralement pour Vi, ..., V, € X'(A) et Fy, ..

Vi[F]
(V1A~~~/\Vk)[F1,...,Fk]: .

Vi[Fi]

LFre Aona

Vi [Fk]

Vi[Fi]

Poisson Algébrique
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Contraction - /‘

A tout F € A on associe une application A-linéaire vr : X(A) — X(A)
de degré —1.
Pour P € X°(A) on pose 1x(P) = 0.
Pour P € XP(A) avec p € N* on a t(P) € X?~!(A) donnée pour
Fi,...,F,_, € Apar

Lf(P)[Fh...,Fp,l] = P[F,Fl,...

Fyil.

)

Pour tous P € XP(A), Q € X1(A)on a

tr(PAQ) = tp(P)ANQ+ (—1P A tp(Q).

Poisson Algébrique C. Ospel



Dérivé de Lie A

Atout V € X'(A) on associe une application F-linéaire de degré 0
Ly : X(A) = X(A).

Pour tout P € XP(.A) avec p € Non a Ly(P) € X7(A) donnée pour
Fi,...,F, € Apar

Ly(P)[Fy,...,F)) = VIP[Fy,...,F,]l = > P[Fi,...,V[F],...,Fp].

) )

En particulier
© pour F € X°(A)ona Ly(F) € X°(A) donné par Ly(F) = V[F];

# pour W € X!(A) ona Ly(W) € X!(A) donné pour F € A par
Ly(W)[F] = VIW[F]] - W[VIF]];
Pour toute multidérivation P, Q on a

ﬂv(P/\ Q) = ﬁv(P) ANQ+PA ‘CV(Q)

Poisson Algébrique C. Ospel



Lien avec la géométrie /‘

M une variété, p € N*
De méme que pour les bidérivations pointées on peut définir des
p-dérivations pointées et la notion de champ de p-vecteurs :

Un champ de p-vecteurs est une application P qui a tout m € M
associe une p-dérivation P,, pointée en m telle que pour tout ouvert U
deMetFy,...,F, e F(U)onaP|F,,...,F,| € F(U) ou pour tout
meU

PIFy, ..

Fpl(m) = Pul[(F1)m, - -, (Fp)ml-

°

On note X7 (M) le F(M)-module des champs de p-vecteurs de M et
X(M) = @,90 Xr(M).

C’est 'analogue géométrique de X(.A).

Poisson Algébrique C. Ospel



Crochet de Schouten algébrique _ /‘

A une algébre commutative.
Pour tout p, g € N on définit le crochet de Schouten

[, ]s = X2 (A) x EU(A) — XPTI71(A)
Pour tous P € X7(A), Q € X9(A) et Fy,...,Fpi -1 € AOna

[PaQ]S[FI;-'-an—i-q—l} —
> e(@)PIQF oty - s Fo@)s Fogrt)s - - 1@ Fo(prq—1)]

UGSq’r,f]

—(=D)@=VED N e(0)QIP[Fo(t)s - - » Fopy)s Fopet)s - - 1@ Foprq—1)]

oES, 41

Poisson Algébrique C. Ospel



Cas particulier » /‘

& Pour P e XP(A) et F e X°(A) onalP,Fls = tr(P).
En effet [P, F]s € X?~!(A) est donnée pour tous Fy, ..., F,_; par :
[P,F}S[Fl,...7F,,_1] :P[F,Fh...,F[,_]] = LF(P)[Fl,...7F[,_1].
# PourV e X'(A)etQ e X1(A)onalV,Qls = Ly(Q).
En effet [V, Q]s € X7(A) est donnée pour tous Fi, ..., F, par:

[V,Qls[F1,...,Fj) =VI[QIF1,...,Fj]= Y QIFi,...,V[F],...,F]]

= Ly(Q)[Fi,...,Fy].

Poisson Algébrique C. Ospel



Preuve cas g = 3 - /‘

Sq0={Id} doncpourp=1,g=3etP=Vona

> e(@)PIQIF (1) - - s Fai)s Fogrt)s - - -+ @ Faprg-1)] = VIQIF1, ..., Fyll.

0ES,0

1 2 3 1 2 3
51,q1=S1,2={1d, (2 1 3>7(3 ) 2)}2{151,7'177'2}

Doncpourp=1,g=3etP=Vona

—(=1)F=DED N e (0)QIPIFo(1)s - > Fow))s Fotp1)s -+ -4 Fo(pta—)]
oES) 41

= —e(ld)Q[V[F1|, F2, F3] — e(11)Q[V[F2], F1, F3] — e(m2) Q[V[F3], F1, F2]
= 7Q[V[F1]7F27F3] + Q[V[F2]7F1’F3] = Q[V[F3]7F15F2]
= —Q[V[Fi], F2, F3] — Q[F1, V[F3], F3] — Q[F1, F2, V[F3]]
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Lien avec structure de Poisson P /‘

Proposition

Soient A une algebre associative commutative et P une bidérivation
(antisymeétrique) de A.

Alors P définie une structure de Poisson sur A si et seulement si

[P, P]s = 0.
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Preuve - /‘

Pour P,Q € X?(A) on a [P, Q]s € X3(.A) donnée pour tout
F\,F,,Fz€ A par:

[P, Q]s[F1, F2, F3]
= Y e(0)PIOFo), Fol, Fo) + Y €(0)QPFot), Fo)l Fo3)

gES 1 oES 1

= P[Q[F\, F»], F3] — P[Q[F\, F3), F2] + P[Q[F>, F3], F\]
+Q[P[F1, F2], F3] — Q[P[F\, F3], F2] + Q[P[F3, F3], Fi]

= P[Q[F1, F2|, F3] + P[Q[F», F3], F1| + P[Q[F3, F1], F]
+Q[P[F\, F,), F3] + Q[P|F,, F3], F1] + Q[P[F3, F1], F3]

Pour P = Q c’est 2x l'identité de Jacobi.
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Structure d’algébre de X(.A) o /‘

Ennotant ¥ ' (A) = X?(A) etp=p— lona X (A) = ¥(A) on a
[y -Js = B (A) x E(A) - Z(A).

Soit A une algebre associative commutative.

Le crochet de Schouten munit X(.A) d’une structure d’algébre de Lie
gradué.

De plus pour P € X(.A) de degré p I'application de degré p

[, Pls : X(A) = X(4)

est une dérivation graduée de (X(A), A).
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Structure de Poisson affine _ /‘

V un espace vectoriel de dimension finie

Une structure de Poisson sur V est dite affine si pour toutes fonction
affines F, G € F(V) le crochet {F, G} est affine.

Proposition
L'ensemble des structures de Poisson affines sur V est en bijection
avec les paires de structures de Poisson (my, m;) surV avec

% mo est une structure de Poisson constante surV,

® m est une structure de Poisson linéaire surV,

€ [mo,m]s =0.
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