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Introduction

Préservation des propriétés physiques

I Espace de configuration

I Quantités invariantes

Lagrangien Lagrangien discret

Equations E-L Equations E-L discrète

Discrétisation

Principe de Hamilton

Discrétisation

Principe de Hamilton

Pierre CARRÉ, Joël BENSOAM IRCAM, CNRS UMR 9912, S3AM



Introduction Méthodes de Runge-Kutta Munthe-Kaas Méthodes variationnelles Application

Méthodes RKMK

Contexte

I Q espace homogène

I G groupe de Lie matriciel

I Problème aux limites

Ẏ = A(t,Y )Y , Y (0) = Y0 ∈ Q

Principe de la méthode

I Traduire l’EDO sur Q en EDO sur g

I Approcher la solution de l’EDO sur g par méthode RK

I En déduire la solution approchée dans Q
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Méthodes RKMK

I Écrire Y (t) = exp(Ω(t))Y0 où Ω(t) ∈ g

I Soit dR expΩ : g→ g, dR expΩ = TRexp(Ω)−1 ◦ TΩ exp,

Ẏ = dR exp(Ω̇)Y =⇒ dR exp(Ω̇) = A (t, exp(Ω)Y0)

I EDO en Ω ∈ g

Ω̇ = dR exp−1 (A (t, exp(Ω)Y0)) Ω(0) = 0

=
∞∑
k=0

Bk

k!
adk

Ω (A (t, exp(Ω)Y0))

I RK : Ω̃ ≈ Ω(h)

I Y1 = exp(Ω̃)Y0 ∈ Q
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Méthodes variationnelles

Contexte

I Q espace de configuration

I Lagrangien L : TQ → R
I Action A(q) =

∫ T
0 L(q(t), q̇(t))dt

Principe de la méthode

I Définir

Ld (qk , qk+1) ≈ ext
q:[tk ,tk+1]→Q

q(tk )=qk , q(tk+1)=qk+1

∫ tk+1

tk

L (q(t), q̇(t)) dt

I Principe de Hamilton sur Ad (qd ) =
∑N−1

k=0 Ld (qk , qk+1)

I Discrete Euler-Lagrange (DEL)

D1 Ld (qk , qk+1) + D2Ld (qk−1, qk ) = 0
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Méthodes variationnelles et groupes de Lie

Contexte

I Q = G groupe de Lie

I Lagrangien invariant à gauche :

∀q, q̃ ∈ G , L(Lq̃q,TLq̃ q̇) = L(q, q̇) = L(eG ,TLq−1 q̇)

I Lagrangien réduit ` : g→ R, `(ξ) = L(eG , ξ) où ξ = TLq−1 q̇

Principe

I `d (q−1
k qk+1) = Ld (qk , qk+1)

I Principe de Hamilton sur Ad (qd ) =
∑N−1

k=0 `d (fkk+1) où fkk+1 = q−1
k qk+1

I Discrete Euler-Poincaré (DEP)

`′d (fk−1k )TRfk−1k
Adfk−1k

−`′d (fkk+1)TRfkk+1
= 0
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Exemple : Méthode variationnelle simple

Interpolation

I Difféomorphisme local τ : g→ G

I qd (t) = qkτ(tξkk+1/h), où ξkk+1 = τ−1(q−1
k qk+1)

Lagrangien discret

I TL
q−1
d

q̇d = ξkk+1/h

I Définition du lagrangien discret

`d (q−1
k qk+1) =

∫ tk+1

tk

L(eG , ξkk+1/h)dt = h`(ξkk+1/h)

DEP

`′(ξk−/h) dR τ−1
ξk−

Adτ(ξk−)−`′(ξk+/h) dR τ−1
ξk+

= 0

où ξk− = ξk−1k et ξk+ = ξkk+1
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Exemple : Méthodes variationnelles de Galerkin

Interpolation

I Interpolation par ploynômes de Lagrange ξd (t; {ξµ}) =
∑s
µ=0 ξ

µφµ(t/h)

I Courbe correspondante dans le groupe qd (t) = qkτ (ξd (t; {ξµ}))

tt0 t1 tk tk+1 tN−1 tN

Q
q0

q1 qk
qk+1 qN−1

qN

tk

α0h=0

tk+1

αsh=hα1h α2h αs−2h αs−1h

. . .

qk=q
0 q1

q2

qs−1

qs−1

qs=qk+1
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Exemple : Méthodes variationnelles de Galerkin

Lagrangien discret

I Choix quadrature (ci ,wi )
r
i=1

I Définition du lagrangien discret

`d (fkk+1) = ext
{qµ}s−1

µ=1∈G
q0=qk , q

s=qk+1

h
r∑

i=1

wi L (qd (cih; {qµ}), q̇d (cih; {qµ}))

= ext
{ξµ}s−1

µ=1∈g
ξ0=0, ξs=τ−1(fkk+1)

h
r∑

i=1

wi L
(
τ(ξd (cih)),Tξd (ci h)τ(ξ̇d (cih))

)

= ext
{ξµ}s−1

µ=1∈g
ξ0=0, ξs=τ−1(fkk+1)

h
r∑

i=1

wi `
(

dL
τ(ξd (ci h))(ξ̇d (cih))

)

→ (s-1) équations + DEP

Pierre CARRÉ, Joël BENSOAM IRCAM, CNRS UMR 9912, S3AM
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Application : solide indéformable

Modèle

I Solide représenté par la matrice R ∈ SO(3)

I Vitesse angulaire ξ̂ = RT Ṙ ∈ so(3), ξ ∈ R3

I Tenseur d’interie I
I Lagrangien réduit

` : so(3) → R
ξ 7→ 1

2
〈Iξ, ξ〉

Euler-Poincaré

π̇ = −ξ ∧ π, où π = Iξ
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Application : solide indéformable

Méthode RKMK4

I Problème aux limites

π̇ = ̂(−I−1π)π, π(0) = πk

I Équation sur l’algèbre

Ω̇ = dR exp−1(−I−1 exp(Ω)πk ), Ω(0) = 0

I Résolution approchée Ωkk+1 ≈ Ω(h) par méthode RK4

0
1/2 1/2
1/2 0 1/2

1 0 0 1
1/6 2/6 2/6 1/6

I πk+1 = exp(Ωkk+1)πk
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Application : solide indéformable

Méthode variationnelle

I Difféomorphisme local

cay : so(3) → SO(3)

ξ̂ 7→ (I − ξ̂/2)−1(I + ξ̂/2)

I Définition du lagrangien discret

`d (π−1
k πk+1) = h`(ξkk+1/h)

I Résoudre la DEP pour ξk+

ξTk+I

(
I −

ξ̂k+

2
+
ξk+ξ

T
k+

4

)
− ξTk−I

(
I −

ξ̂k−
2

+
ξk−ξTk−

4

)
τ(ξk−) = 0

I Déduire πk+1 = πkτ(ξk+)

Pierre CARRÉ, Joël BENSOAM IRCAM, CNRS UMR 9912, S3AM



Introduction Méthodes de Runge-Kutta Munthe-Kaas Méthodes variationnelles Application

Application : solide indéformable

π1

π2

π3

π1

π2

π3

Figure – Moment angulaire calculé par méthodes RKMK (gauche) et variationnelle (droite)
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Figure – Erreur relative d’énergie totale
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