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Introduction

Introduction

Préservation des propriétés physiques

> Espace de configuration

» Quantités invariantes

. Discrétisation . .
Lagrangien Lagrangien discret

Principe de Hamilton Principe de Hamilton

Equations E-L ————————— Equations E-L discrete
Discrétisation
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Méthodes de Runge-Kutta Munthe-Kaas

Méthodes RKMK

Contexte

> @ espace homogeéne
> G groupe de Lie matriciel

> Probléeme aux limites

Y=AtY)Y, Y0)=YeQ
Principe de la méthode

> Traduire 'EDO sur Q en EDO sur g
> Approcher la solution de I'EDO sur g par méthode RK

» En déduire la solution approchée dans Q
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Méthodes de Runge-Kutta Munthe-Kaas

Méthodes RKMK

v

Ecrire Y(t) = exp(Q(t)) Yo ol Q(t) € g
Soit dR expg : g — g, dRexpg = TR, @-1° Tq exp,

exp

v

Y =dRexp(Q)Y = dRexp(Q) = A(t,exp(2) o)

» EDOenQ€g
Q = dRexp™! (A(t, exp(Q) Yo)) Q(0) =0
> By
=3 Be otk (A ep@)0))
k.

k=0
» RK: Q= Q(h)
> Yi=exp(Q)Yo € Q
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Méthodes variationnelles

Méthodes variationnelles

Contexte

> @ espace de configuration
> Lagrangien L:TQ —-R
> Action A(q fo q(t))dt

Principe de la méthode
> Définir
te1 .
La(Ger Ges) ext [ L.t de
t

q:[teo tir1]—Q
a(te)=ax, q(tks1)=0ak41

> Principe de Hamilton sur A4(qq) = ZkN:’Ol La(qk, qr+1)
> Discrete Euler-Lagrange (DEL)

D1 Lg(qk; qis1) + D2La(gu—1,9x) =0
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Méthodes variationnelles

Méthodes variationnelles et groupes de Lie

Contexte
» @ = G groupe de Lie

> Lagrangien invariant a gauche :
vq,§ € G, L(L&qv TLﬁq) = L(q7 q) = L(eG7 Tqul(j)

> Lagrangien réduit £: g — R, {(§) = L(eg, &) ot £ = TL 19

Principe

> La(ay 'ais1) = La(qn, qrr1)
> Principe de Hamilton sur A4(qq) = ZQ’;OI La(fuk+1) oU frq1 = q;lqu
> Discrete Euler-Poincaré (DEP)

Ly(f—16) TRe_, Adg_, —Ly(fis1) TRg, ., =0
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Méthodes variationnelles

Exemple : Méthode variationnelle simple

Interpolation

» Difféomorphisme local 7: g — G

> qu(t) = qrr(téxkr1/h), ot Exeyr = 7 H(ag tarr1)

Lagrangien discret

> TL,-14d = &kky1/h
d

> Définition du lagrangien discret

738 ]
(e ) = [ Llec, G /Rt = hi(Eusa /)

tk

DEP

O /h)dRmgt Adre, )~ (& /) dR 7t =0

ol &k = Ek—1k et &kt = Epks1
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Méthodes variationnelles

Exemple : Méthodes variationnelles de Galerkin

Interpolation

» Interpolation par ploynémes de Lagrange £4(t; {¢#}) = Z:O Eru(t/h)
» Courbe correspondante dans le groupe qq(t) = qx7 (€4(t; {€#}))

aoh=0 ah ash as—2h  as_1h ash=h
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Méthodes variationnelles

Exemple : Méthodes variationnelles de Galerkin

Lagrangien discret

> Choix quadrature (cj, w;)i_;

> Définition du lagrangien discret

bafis) = ext hZWI (qa(cihi {a"}), da(cih; {a"}))
{q“ ;4 1EG i=1

=0k, ¢*=aK41

eth hz w; (T(gd C/h)) ng C,h)T(gd(C/ h)))
{e"}, €0
£9=0, &= (fies1)
— ext h w;l (dt ) (5 (cih))
i T(&q(cih d\Ci
"}y, €0 ; ( (Satat) )
€9=0, &= (fir1)

— (s-1) équations + DEP
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Application

Application : solide indéformable

Modele

Solide représenté par la matrice R € SO(3)
> Vitesse angulaire £ = RTR € s0(3), £ € R3
Tenseur d'interie 1

\{

\4

» Lagrangien réduit

£:50(3) — R
& = (I8
Euler-Poincaré
T=—EAT, oun =1I¢
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Application

Application : solide indéformable

Méthode RKMK4

> Probleme aux limites

i=(—Im)r,  7(0) = my
> Equation sur I'algebre

Q = dRexp™ L (=1 exp(Q)7s), Q(0) =0
> Résolution approchée Qui11 = Q(h) par méthode RK4
0
1/2 | 1/2
12| 0 12

1]0 0 1
[1/6 2/6 2/6 1/6

> Tpy1 = exXp(Quk1) Tk
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Application

Application : solide indéformable

Méthode variationnelle

> Difféomorphisme local

cay:50(3)A — SO(3) R
€ = (I1-¢&/27M(1+¢/2)

> Définition du lagrangien discret
Ca(my miin) = hl(Ekks1/h)

> Résoudre la DEP pour &

& &irl Ere St
5[+11</5k2++”4”>g[_1[</5k2+ k4k >T(£k =0

> Déduire myy1 = w7 (Exs)
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Application

Application : solide indéformable

FIGURE — Moment angulaire calculé par méthodes RKMK (gauche) et variationnelle (droite)
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FIGURE — Erreur relative d'énergie totale
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Application
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