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Présentation Domaine d’élasticite

Rappels sur les variables d’état en Mécanique du solide déformable :

déformation ε = du/dx (1D), décrit l’état de la matière solide (où u
est le déplacement entre deux configurations)

contrainte σ est la force thermodynamique associée à la déformation

on peut avoir d’autres variables internes

Le domaine d’élasticité

est l’ouvert connexe, dans l’espace des contraintes (ou des déformations),
dans lequel le comportement est élastique (réversible)

Le domaine est défini par le critère limite d’élasticité f < 0. Il est délimité
par la surface seuil f = 0. Sur cette surface, ou au delà, des
comportements anélastiques ont lieu (plasticité, endommagement,
rupture. . . )
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Présentation Domaine d’élasticite

Exemple 1D : la plasticité parfaite de Saint-Venant

Le domaine d’élasticité (ici un segment) f < 0 est défini par :

f (σ) = |σ| − σy

La déformation plastique εp n’est pas unique.

σ = E (ε− εp)

on ne peut pas exprimer ce critère seulement en déformation
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Présentation Domaine d’élasticite

Un critère peut ne pas avoir de forme analytique. Par exemple, dans
Jeanneau, Combescure, François, IJSS (2023), la surface seuil d’un
architecturé à maille triangulaire :
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Instabilités périodiques

• Modes propres de déformation

Longueurs d’ondes non entières (Incommensurate modes [Truskinovky 2005])

[Truskinovky 2005] L. Truskinovky, A. Vainchtein, Quasicontinuum modelling of short-wave instabilities in crystal lattice, 
Philosophical Magazine, 85.33-35 (2005).
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Longueurs d’ondes entières (compression equi-biaxiale) 

est calculée numériquement. En bleu : limite de rupture des poutres, en
rouge, limite de flambement local (nombre fini de mailles), en vert : limite
de flambement global (nombre infini de mailles).
Nicolas Auffray et Nassim Kesmia ont proposé un approximant polynomial
de cette surface.
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En 2 ou 3D Surface seuil

La fonction f des contraintes (ou des déformations)

f : T 2s → R
σ → f (σ)

est convexe (en général. . .) et, avant anélasticité, contient l’origine.

o Essai François et Doudart, contrat EDF
– Surface seuil identifiée, François IJP [2000]
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En 2 ou 3D Domaine d’élasticité et symétrie

Le matériau possède un groupe de symétrie physique, celui de son
arrangement interne :

isotrope. En général statistiquement. Ex. bétons, aciers, verres. . .

anisotrope. Ex. bois, composites, architecturés. . .

Le domaine d’élasticité hérite de cette symétrie, en respectant le :

Principe de Curie

Le groupe de symétrie des conséquences (le domaine d’élasticité) contient
celui des causes (micro— et/ou meso— structure)
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Les critères isotropes

Les critères isotropes s’écrivent en fonction d’un jeu d’invariants parmi :

Cayley-Hamilton (coefficients du polynôme caractéristique)

J1 = trace(σ)

J2 = trace(σ.σ)/2

J3 = trace(σ.σ.σ)/3

Rivlin-Ericksen (plus utilisés en Mécanique)

I1 = trace(σ)

I2 = (trace(σ)2 − trace(σ.σ))/2

I3 = det(σ)

L’ensemble des permutations ( ?) des 3 valeurs propres (ou
contraintes principales) (σI , σII , σIII )
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Les critères isotropes fondés sur les valeurs propres

Les critères fondés sur les valeurs propres

À l’origine ils ont été pensé sur le vecteur contrainte.

Rankine (1858), Lamé, Clapeyron

−σy ′ < σI < σy

Tresca (1864), suite à des essais sur du plomb

1

2
supI ,J(σI − σJ) < σy

Mohr-Coulomb (' 1882), Leon (1935), Hoek-Brown (1980). . .

+ sens physique, simplicité

- non dérivabilité (souvent), parfois non convexité (Leon)
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Les critères isotropes fondés sur les valeurs propres

Critère de Tresca en fonction des invariants Ik ou Jk (livre de J. Salençon,
Tome I) : � L’expression suivante, proposée par certains auteurs, n’est pas
équivalente à celle de Tresca. Elle pourrait s’exprimer en fonction des
invariants de σ, mais cette expression ne saurait être polynomiale. �

g(σ) = 4J3
2 − 27J2

3 − 9σ2
0J

2
2 + 6σ4

0J2 − 6σ6
0

Attention ici J(σD).
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Les critères isotropes Représentation dans l’espace des contraintes principales

Les critères isotropes peuvent se représenter dans l’espace 3D des
contraintes principales. Ils sont invariants par toute permutation de
(σI , σII , σIII ) donc possèdent la symétrie D3 :

σ
I

σ
II

σ
III

Tresca et Von Mises François [2008]

Critères ouverts si les états σ = −pI, p →∞, demeurent en élasticité.

Si le matériau possède la même limite en traction-compression : le
critère possède la symétrie D6 (Tresca, Von Mises. . .).
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Les critères isotropes Critères fondés sur les invariants Ik ou Jk

Certains critères sont directement écrits en fonction des invariants Ik ou Jk .
Commençons par les critères sur un seul invariant

Les travaux de Bridgman (Nobel, 1946) montrent que les métaux
sont insensibles à la pression hydrostatique

σD = σ − 1

3
trace(σ)I = PD : σ

=⇒ trace(σD) = J1(σD) = 0

Le critère de (Hencky, Huber), Von Mises (1913) retient la norme
euclidienne du déviateur, c’est à dire l’invariant J2 du déviateur :

‖σD‖ =
√

2J2(σD) < σy

Coefficienté par
√

3/2 en général. . .

Marc L. M. François Critères limites Vendredi 24/11/2023 15 / 31



Les critères isotropes Critères fondés sur les invariants Ik ou Jk

Deux invariants. Pour les matériaux sensibles à la pression, les critères
utilisent naturellement le premier invariant du tenseur des contraintes :

I1 = J1 = trace(σ) = 3p

Ex. Critère de Drücker-Prager :

g = ‖σD‖+ p tanα− σy

=
√

2J2(σD) + I1(σ) tanα/3− σy

Mais aussi critères Elliptique (sols), Cam-Clay (roches), Gurson,
Cap-Models, De Vree (en déformation). . .
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Les critères isotropes Critères fondés sur les invariants Ik ou Jk

Le troisième invariant. Revenons à un critère de Von Mises et supposons
un tenseur σ en base propre :

σ =

 3
2

1

 /√2 =⇒ σD =

 1/
√

2
0

−1/
√

2


ce tenseur déviatorique a même norme que le déviateur :

σD ′ =

 2/
√

6

−1/
√

6

−1/
√

6



Pourtant, aucune rotation ne permet de passer de l’un à l’autre état !
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Les critères isotropes Critères fondés sur les invariants Ik ou Jk

Les critères sont écrits avec :

J3 ou parfois I3 (le déterminant). Critère de Mäıolino (2005)

l’angle de Lode

cos(θ) =
√

3
2
max(σd

I )

‖σd‖

cos(3θ) = 4 det

(√
3
2
σd

‖σd‖

)
cos(3θ) = 27J3(σd )

2J
3/2
2 (σd )

Utilisations : critères d’Etse et Willam (1982), Bigoni (2004)
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Les critères isotropes Critères fondés sur les invariants Ik ou Jk

Invariants d’une fonction isotrope du tenseur des contraintes.
Nous avons utilisés essentiellement deux invariants, mais de deux tenseurs
différents :

trace(σ),

‖σD‖ = ‖PD : σ‖

où PD est le projecteur sur les déviateurs, un opérateur isotrope.

σD = σ − trace(σ)I/3

= PD : σ

PD
ijkl =

1

2
(δikδjl + δilδjk)− 1

3
δijδkl
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Les critères isotropes Critères fondés sur les invariants Ik ou Jk

On peut utiliser un invariant d’une autre fonction isotrope du tenseur des
contraintes. Par exemple, le critère de François (2008) pour les bétons :

f (σ) = ‖σd‖+ σ0

(∥∥∥∥exp

(
σ

σ0

)∥∥∥∥−√3

)
− σy
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Les critères isotropes Critères fondés sur les invariants Ik ou Jk

Remarques :

Souvent la convexité est difficile à prouver. On s’aide bien du
théorème de Ball (1977) sur la positivité des ∂2f /∂σ2

I .

Le critère de Hershey [1954], Hosford [1972] (. . .) permet de passer
continument du criète de Von Mises (p = 1) au critère de Tresca
(p →∞). Il utilise une norme paire des valeurs propres, donc bien
invariante par les permutations des σI :(

(σ1 − σ2)2p + (σ2 − σ3)2p + (σ3 − σ1)2p

2

)1/2p

6 σy
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Quelques critères anisotropes

L’anisotropie de la micro— ou meso— structure entraine une anisotropie
élastique (du tenseur d’élasticité) et de la surface seuil. Les deux peuvent
être distinctes !
Ex. un matériau lattice hexagonal.

possède une élasticité isotrope (Hermann [1934], Auffray [2008]).

par contre la surface seuil peut être D6, voire moins :

C. Résultats sur un treillis 2D hexagonal

relative, les poutres doivent être plus épaisses (et donc moins élancées) ce qui les rend moins

sensibles aux instabilités.

Figure C.2 – Comparaison des trois surfaces limites dans le plan E12 = 0 pour le treillis
hexagonal. Les points sont les valeurs calculées et les lignes sont les interpolations entre ces
points. En bleu la surface de non linéarité matérielle, en rouge la surface limite due aux
instabilités périodiques et en vert la surface limite due aux instabilités apériodiques. La zone
grise représente le domaine d’élasticité linéaire. La cellule unitaire considérée est a�chée dans
le coin supérieur droit.

119

Surface seuil pour une maille hexagonale (Thèse V. Jeanneau, 2023)
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Quelques critères anisotropes Critère anisotrope polynomial

On crée des critères anisotropes polynomiaux à l’aide de tenseurs qui
contiennent l’information sur l’anisotropie du matériau.

Exemple : le critère de Hill (1948) est quadratique et orthotrope car H
l’est. Il est utilisé pour les métaux laminés ou les composites..

σ : H : σ < σy

H =



G + H −H −G 0 0 0
−H F + H −F 0 0 0
−G −F G + F 0 0 0

0 0 0 L 0 0
0 0 0 0 M 0
0 0 0 0 0 N


Le terme σ : H : σ peut-être vue comme une (pseudo)-énergie, car elle est
de la forme de l’énergie élastique σ : C : σ = 2W .
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Quelques critères anisotropes Construction générale d’une SS polynômiale

On peut a priori construire une SS polynômiale générale en introduisant
des tenseurs de microstructure d’ordre pair (Kesmia et Auffray, 2023) :

f (σ) = H2 · σ + H4 · σ ⊗ σ + H6 · σ ⊗ σ ⊗ σ + . . .

où · est le produit scalaire pour le tenseur Hn, une n-contraction sur les
indices proches.

l’ordre 2 revient à une projection de σ

L’ordre 4 est le plus utilisé.

Les ordres n/2 pair induisent la symétrie traction/compression

Les ordres n/2 impair permettent de la briser
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Quelques critères anisotropes avec un tenseur du second ordre

Ex. d’une surface seuil construite avec un tenseur du second ordre pour les
métaux, en plasticité avec écrouissage cinématique X et isotrope R
(François, IJP, 2000).

f = ‖σ∆ − X‖ − R − σy

σD = σX + σO

σX =
X⊗ X

‖X‖2
: σD

σ∆ = σD +
σO : σO

2Xl(R + σy)
X

cos(θ) =
(σ∆ − X) : X

‖σ∆ − X‖ ‖X‖
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Quelques critères anisotropes avec un tenseur du second ordre

La surface seuil est distordue dans la direction de l’écrouissage (le
durcissement) X.
!
"#
$%
%&
#'
&(

)
%$
$*

!"#$!!$! ! ! %" &'%" (&%" ()%" *+,- .# !/ ! %" &&0" &1/" &'1" *+,- 2345 6/)-75 89:;
"<$ !"$=! 6%> ?> @- <,A$ B$$9 =:.""$C D.# E:,#F";5
G<$ !$E.9C $H=$#FI$9" 6JFK5 &- F! , 9.9L=#.=.#"F.9,: "$9!F.9M".#!F.9 :.,CF9K

!".==$C ," D.N# !"$=! 6%> %/> O> ?> @- PF"< "<$ #$!=$E"FA$ !"#$!!$! ! !6%> &Q)> &Q)> &Q)>
&Q)- *+, ,9C #R6%> %> Q)> /&%>#/(%- *+, .# !/R6%> &&)> &&)> &&)> &&)- *+, ,9C
!&R6%> %> /%1> /Q%> #/'S- *+, 2345 6/)-75 89:; "<$ !"$=! 6%> ?> @- <,A$ B$$9 =:.""$C
D.# E:,#F";5
?" $,E< !"$=> , TT!"#,FK<" :.,CF9KUU 6, !"#,FK<" :F9$ F9 "<$ C$AF,".#FE !"#$!! !=,E$-

P,! =#$!E#FB$C D#.I "<$ ,==#.HFI,"$ E$9"$# .D "<$ ;F$:C !N#D,E$ 6,==#.HFI,"F9K !-
N9"F: "<$ C$"$E"F.9 .D , 9.9 :F9$,#F"; F9 "<$ !"#$!! ". !"#,F9 EN#A$V "<$ E.##$!=.9CF9K
.W!$" 6!"#,F9- P,! !$" ," )$/%#)5 J.# $,E< !","$ *> "<$ :.,CF9K !"#$!! "! F! =:.""$C
B; , C,#X EF#E:$V $,E< ""< $H=$#FI$9",: =.F9" .D "<$ ;F$:C !N#D,E$ "

"
#! D.# "<$ !","$ *

F! =:.""$C ,! ,9 .=$9 EF#E:$ 6JFK!5 / ,9C &-5 O9 .#C$# ". IF9FIFY$ "<$ $W$E" .D "<$
,EENIN:,"$C =:,!"FEF"; F9A.:A$C F9 "<$ C$"$E"F.9 .D "<$ ;F$:C !N#D,E$> "<$ :.,CF9K
=,"< P,! C$!FK9$C !NE< ,! "P. !NEE$!!FA$ ;F$:C !"#$!!$! B$ ,! D,# ,! =.!!FB:$ F9 "<$
!"#$!! !=,E$ 6F5$5 C$!E#FBF9K , !",# D.# ZA$ I$,!N#$I$9"!-5
O" E,9 B$ $,!F:; !$$9 "<," "<$ E:,!!FE,: I.C$:!> F9 P<FE< "<$ ;F$:C !N#D,E$ F! C$!E#FL

B$C B; , A.9 *F!$! B,!$C E#F"$#F.9> :$,CF9K ". , EF#EN:,# #$=#$!$9","F.9 F9 JFK!5 /
,9C &> C$AF,"$ !FK9FZE,9":; D#.I "<$ !<,=$ C$"$#IF9$C B; $H=$#FI$9"!5

+, -&. /012'3#3'4 5$(&0 *$% &012'3#6/012'3# 5&'102

O9 "<F! !$E"F.9> P$ =#.=.!$ , 9$P ;F$:C E#F"$#F.9 D#.I P<FE< P$ C$CNE$ $A.:N"F.9
:,P!5 O"! E.9!"#NE"F.9 F! F::N!"#,"$C F9 JFK5 (5 O9 .#C$# ". X$$= "<$ A$#; !FI=:$ D.#L
IN:,"F.9 KFA$9 B; "<$ A.9 *F!$!U 9.#I> P$ F9"#.CNE$ , 9$P TTCF!".#"$C !"#$!!UU "$

P<FE< #$=:,E$! "<$ !"#$!! C$AF,".# " F9A.:A$C F9 "<$ E:,!!FE,: $H=#$!!F.95 89$ E,9
#$I,#X "<," "$ F! 9." , 9$P "<$#I.C;9,IFE D.#E$> BN" .9:; , DN9E"F.9 .D $HF!"F9K
A,#F,B:$!5 G<$ ."<$# "$#I! F9A.:A$C F9 "<$ ;F$:C DN9E"F.9 # ,#$ "<$ B,EX !"#$!! !> "<$
F!."#.=FE <,#C$9F9K DN9E"F.9 $ ,9C "<$ ;F$:C !"#$!! !% P<FE< F! ,:!. "<$ #,CFN! .D "<$
"%"&"'( ;F$:C !N#D,E$5

JFK5 (5 [E<$I,"FE .D "<$ ;F$:C !N#D,E$5

)* +,'%-. /"! 0 1%&2,%'&"/%'( 3/4,%'( /# 5('!&"-"&6 7 89777: ;<;= Q

L’espace des déviateurs (5D) est donc séparé en l’espace 1D généré par X
et l’espace 4D complémentaire.
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Quelques critères anisotropes avec un tenseur du quatrième ordre et la décomposition de Kelvin

Le tenseur du quatrième ordre, s’il possède les petites et grandes
symétries :

Hijkl = Hjikl

= Hijlk

= Hklij

possède une structure de tenseur d’élasticité. En base de tenseurs, il se
représente sous la forme d’une matrice 6 symétrique. Le critère s’écrit, en
base de tenseurs :

f = σiHijσj (i , j) ∈ [1, . . . , 6]

Afin que l’énergie soit positive, H est définie positive. Donc diagonalisable.
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Quelques critères anisotropes avec un tenseur du quatrième ordre et la décomposition de Kelvin

Décomposition de Kelvin :

H =
N∑
i=1

λiPi

σ : H : σ =
N∑
i=1

λiσ
i : σi︸ ︷︷ ︸
Wi

où les Pi sont des projecteurs sur des sous-espaces propres de dimension
di , avec

∑
di = 6 et σi le projeté de σ sur le SEV i .

Par exemple, pour l’isotropie, avec b = 0, on retrouve VM.

C = 2µPD + 3KPH

H = aPD + bPH

f = aσ : PD : σ + bσ : PH : σ

= a‖σD‖2 + b‖σH‖2

Remarque : les énergies s’expriment indifféremment en contrainte et en
déformation.

Marc L. M. François Critères limites Vendredi 24/11/2023 29 / 31



Quelques critères anisotropes avec un tenseur du quatrième ordre et la décomposition de Kelvin

Un critère basé sur la décomposition de Kelvin François, MoM (2010) :

f i (ε,Di ) =
λi

2
ε : (Pi − Di ) : ε−W i

0 6 0

W i
0 énergies élastiques admissible par mode, Di sont des tenseurs du 4e

ordre définis par l’évolution de l’endommagement. La surface seuil finale
est l’intersection des SSi.
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Quelques critères anisotropes avec un tenseur du quatrième ordre et la décomposition de Kelvin

Merci pour votre attention.
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