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1 Quelques exemples de systèmes intégrantes
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2 . Entropies

*d) espace métrique compact , f XD continue .

n ≥ a entier fixé .

Distance de Bowen d! :

d! 1re,g) = Max ( do ( fleu) , fkly) )
0£ la ≤ n - i
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pour tout n≥ A- .

Corollaire (X , d! ) compact

Pour tout E > e , on peut recouvrir ✗ pour un nombre

fini de boules de rayon C pour DE

Gnls ) : nombre Mrimmal de &
_

boules pour dont dans

un recouvrement de X

Gn H ) : nbe min de pts x c- ✗ tels que la donnée de x . . . fÎÙ
permette de connaître

y , _ , f
" '

lg) À { pros , Hy e- ✗ .
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s Entropie topologique : complexité de f à l' échelle exponentielle

htoplf ) ⇐ him line
& →On → + •
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ne

Gnl 8) { en
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, d) , shift

htap (o ) = tag 2
.

Problème : pour tous les exemples précédents

de hamiltoniens intégrerons , Utopia .

2 Entropie polynomiale : complexité de f à l' échelle polynomiale

Mal (f) = hin hin Tag Gule)
s → 0 m → + A WGM

Gula) E n
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Angle - Action h : IR
"

→
IR l2

,
R > 0

Mal ( ftp.nxpzpqpg ) = Max rang Hessler)
re BLGR ]

Hamiltonien de Morse sur une surface symplectique (Siw)

"
- R

⑤

hpoe lot
" ) € { 0in , 2 }

Upolu (pH ) : 2 ⇔ H à des points belle

Moe lol
"

) e- {ai } S sphère .

Rigidité hpoe C- Al ?

Propriétés communes à hzop et hpol

1. Indépendantes du choix de &
,
d
'

top . équivalentes sur ✗ .

2. Invariantes pour conjugaison
3. Produit : hlfx.ly ) = h (f) + h (g)
4. Facteur : ✗ tu ✗ * continue surjective

t ↓ ↓ A

y % y

Apoel G) ≤ hpoe (f)



Différences essentielles

^ htap ( fm ) = n' htop (f) hpoelfn ) - hpoelf)

2 & differos Ca sur une surface compacte

htap & → R continue

tape De
→ R non ses

hpol ( &
" " >

€ A hpd (
" &"

) = 2
a >0

3 Formule de Bowen

✗ À ✗ of home'a fibre au - dessus de G
a- ↓
y ¥ y

! "

htoplf ) ≤ htoplG) + Suis htaplf ,Élyse)
yey

Pas d' équivalent pour hpol ! systèmes en
angle _ action

h
: IR
"

→ IR 0th : In ✗ IRM → In x Rn

(Oir ) (0-+1744) , r )

*
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✗ Rn
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Id.

Rn s IRM
•
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rang Hersh ( r ) = m
Marloth ) = me

• 0th / a-m ✗ {r }
Nombril

, huh = 0 , hpd. (Id ) = 0 .
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3. Une excursion en géométrie riemannienne

1M , g) variété riemannienne hampden .

* A flot goodésrque restreint au filon unitaire tangent
Relation entre la gvoméwie de M et la tombait de QG ?

Katalin M surface compacte Grinta re) ,

genrez2-h.top.cat) minimale ⇔ g courbure constante

,

Besson - Courtois
.
Ballot Généralisation à M de dime qeq ,

pourvu qu' il tante sur M une métrique à courbure 10
.

Surfaces Genre 1 : hpd lfb ) minimal
Bernard - Labrousse 1ff

147
g à courbure

nulle

Dans un eau hpd l $1 ) = A
, dans tous les autres

lois hpd ( d 9) 32 .

Genre d : conjecture ( C . La brousse )

hpoe ( tab ) minimal ⇔ g Zoll .

Cas de ITN
,
m ≥ 3 ?

a.Rêve?
A mon inttgrhtle ⇒ htop > 0 ⇒ hpd -tu
minimiser hqoe parmi les intégrales

sources de l' entropie polynomiale .

^ Pour un système intégrant sur M
"

,
le saut 8 entropie

par rapport à AA provient des singularité de l'application
moment ( intégrales premières ) "



4. Sources de l'entropie polynomiale -

Entropie topologique : fers à cheval

' i #

~
.
- TE- :/ f0

ce

temps 1 du pendule f
"

(c)
perturbé .

Shift o : {au }
""

① sous - système de f
"
pour N assez

grand

htap ( f ) ~ ¥, log 2 ( ses )

^ Entropie polynomiale : fins à ehwhlnnilatires

( Rath - Roth - Smoker 2023 )

f : (Kid ) 0 continue

compact

Définition : Un fer à cheval unitaire d'ordre l pour f
en une famille finie An , Az - . . A.tl de parties

compactes de ✗ , là 2 disjointes ,
telles que :

i) f l Ai ) s Aj si i ≤ j
it) A1 contient un point non récurrent pour f :
3- me Al / d ( fmln) , x ) ≥ & si n ≥ 1 .

3- a > a



Théorème
. Si f : XD admet un fer à cheval unitaire d'ordre l ,

hpollf ) ≥ l

Idée : l= 1
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hui hey Gn les
M→ta pogne

% 1 → h
qol Cf ) z 1.

F.hier Îme f : [ ais ] 0 continue
.

hpolrlf ) ( star ) est le Snp des ordres de tous les fers à cheval

imitatives des fif
'

,
- - - if
"

. _

Corollaire : Arpel 1f ) e- INN 4-a } .
→ Rigidité

Haineux
2 Entropie polynomiale des homéomorphismeet de Brouwer ( u Rmx )

2019

Houria de Brouwer : f : 11229 homéomorphisme qui préserve

l'orientation et qui n'a pas de point fixe .

théorème ^ . hpol d'un homév de Brouwer est égale à 1
ssi il est conjugué à une translation

2
.
Il n'y a pas d'homio de Brower avec hpof C- 31,21

3. Pour tout de [ litNI , il existe mm hominem

de Brouwer avec hpol =L .

→ Flexibilité .



3 Entropie polynomiale des systèmes interagira des .

• (MÎW) variété symplectique ,
H M - R Liouville intégrale

( il existe n intégrales premières f1 , _ , fn un wivohrtion et

independants sur un ouvert doute de M ) .

*
H

M - M

F ↓ ↓ F F = (fr , - - , fn )
nn ¥ nn

• Comprendre hpoe ( of
" ) vs analogue polynomial de la formule

de Bowen pour htop .

" Pour heap ,
les fibres sont visWyn dance , pour hpd , coherence

dynamique entre fibres voisines
"

.

Torsion polynomiale 8mn système fibres ( F. Gryehn - 5PM )
2023

Système fibré ( ✗ if , I , B,g) / le diagramme

✗ b- ✗

Te ↓
y

↓ à * continue

surjective
B - B

est commutatif .

Définition Pour be B
,
la torsion polynomiale de f

relative à 1T -1 (b) st

Epee (fait
"

(b) ) ÷ limhpollf.IT
'

( Bl bit ) )
J → ◦



• Propri titis naturelles analogues à telles de hpol .

. Analogue de la formule de Bowen

Théorèmes
. hqd (f) = Anp Zpd

'( frit
- '
lib ) )

b. C- B

Théorème 2
. 2f : B

→
[ a +a ]

↳ Epl ( fr
"

(b))

St Simi - continue supérieurement

Corollaire hpd (f) finie ⇔ of finie in tout tout

Applications

Première source : défaut dervjnlavittfi.IT✗ [ on] 0 f (Oir ) = (O » WA ) > r )

↓ %

Id
: [ on ]

• Si f est & - Hëldtriume , hpd (f) ≤ G
• St w ( r ) = r

&
,

0 IL c 1

Cf Ir ) = 1 si Ocr ≤ 1

2f ( o ) = 1g

En conséquence hpol (f) = I
En faire régularité . hpoe (f) pas nécessairement entière .



Deuxtune source : glissement dynamique tnhre feuilles voisines 8mn

feuilletage invariant ( généralisation du feuilletage
en tous 2e trouville )

Thtorhne Soit 1M . g) une variété riemannienne trompait et

& : 1-M D son flot géodésique .

T'
[ans]

M = {MME TMI Voile [ais] } , oeaeb .

hpd ( § ,
-
[ans]

M ) = hpd ( fb ) 1- 1 .

Exemple : tare de révolution dans R
?

type 1f01 ) = 2 hpd (§ , Yang 8) =-3 .

Troisième source : hmpte.si?tgvomttriqnl du système dtmljrahs
premières .

• (M , w ) , H
, F : M - IR

"

FIM ) = B

• (Mr of
"
,
E

,
B ,
Id ) système fibre .

• C : B → [ a , + a ] torsion de *
H

sur les lieux réguliers de B , C est donnée pour la

hessienne de f6 ( A- en coordonnées angle . action

Arnold - trouille )
vs Génériquement = ne

_ ( singularités artificielles ) .

Création de ventre paie polynomiale : fibres de saut

correspondant aux discontinuité de 2 .



Exemple 1 .
Pendule suinte .

" " "
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"⇒¥Î•• _
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_
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Flow ) = HLON ) = { v4 HSIAO

Exemple 2 Produit de 2 pendules tuâtes

t > 1
2>1
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angle - dutton .Point fixe
. .-Ïhyperbolique - elliptique 2=4

tvarrttiswioowiankl 2=2
.

E- 2 C = 2ᵉ •• Point fixe
hyperbolique . hyperbolique

Point fixe
•⇒

+ raviolis invariantes .
elliptique - elliptique •

C = 2

hpol ( et
" ) = 4

,
hiérarchie de Wratten de l' entropie .



Exemple 3 . Pendule sphérique .

Application énergie -moment F : ¥52
→

R2

¥423
Loi , g.) ↳ ({ AJIT* as , ouh- MY)

a- e-CC A 2=2

G- 2 :

• •
←

Point fixe foyer- foyer
-

H + variétés invariantes

Point fixe
2=3

T

elliptique - elliptique
|
↑ Domaine A- A

luchs transversalement

elliptiques

singularités non wginiriesmdrnimsim.me
-

singularités au voisinage desquelles il latte des cantonniers synthetiques
dans lesquelles les hessienne des intégrales f1 , - : .fm .

prennent

l' une des formes Suivantes
. - .

. .
.

fi
-

= ai + y!
'

leuip-wq.me )

fi = ni y ; ( hyperbolique )

fi - mi Yin - min Yi
) ( foyer - foyer)

fin = Shiyi + min Yin

conjecture :
. rigidité pour hpd des systèmes à singularité

-

non tiginérus -



Intégrabilité des billards

;) .
.

Application billard :

a-✗ [ai-JE b- ✗ [on]

(oir) ↳ ( O ', r
'

)

8 convexe C2
ââ
0

• •

0

théorème 15PM 2017 )

1) Pour tout Ca
, Apt ( Bcg ) ≥ 1

2) La seule bombe 6 pour laquelle hpd ( By ) = 1
est le cercle

3) Si Ce n' est pas un mele, hpol ( By ) z I
4) H C rt nue ellipse non dégommée : hpd ( Bog ) =3

bougieturc ( forme dynamique de la conjecture de Birkhoff)
hpd ( Bg ) = 2 → 6 ellipse .


