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Introduction

La réalité physique à modéliser

Figure 1 –
Interférométrie
laser

Figure 2 – Crash test réalité et
modèle

Figure 3 – Corde
élastique vibrante

https ://www.pedagogie.ac-nantes.fr/physique-chimie/mutualisation/travail-collaboratif/a-la-decouverte-des-ondes-683840.kjsp ;
https ://www.gurumed.org/2011/05/30/lasers-reveal-exactly-how-guitars-create-music/
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Introduction

Outils physiques et mathématiques

▶ Étude des matériaux en transformations finies : comportements
complexes avec dissipation.
→ Thermodynamique pour les transformations finies.

▶ Besoin de définitions appropriées pour caractériser les changements
de forme significatifs de la matière au cours du temps.
→Géométrie

▶ Faire le point sur les définitions mécaniques et géométriques de la
littérature, le vocabulaire respecpectif et comparer les approches.
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Introduction

Notion de déformations
Idée de base : comparer deux états différents d’une même quantité de matière
avec une transformation entre les deux états.

Configuration de référence Configuration actuelle
Configuration initiale Configuration actuelle

Configuration matérielle Configuration spatiale
Configuration non déformée Configuration déformée
Configuration lagrangienne Configuration eulerienne
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Introduction

Notion de déformations

▶ La déformation varie dans l’espace : on utilise des tenseurs d’ordre
deux.

▶ Tenseur égal à l’identité s’il n’y a pas de changement de forme :
français : tenseur des dilatations ; tenseur de déformation pure ;
anglais : deformation tensor

▶ Tenseur égal au tenseur nul s’il n’y a pas de changement de forme :
français : tenseur des déformations ; anglais : strain tensor
" Attention au faux ami !
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Définitions 3D

En mécanique classique

Définitions 3D, en mécanique classique

▶ Espace euclidien, système de coord. orthonormé.
▶ Transformation : x⃗(t, X⃗) = X⃗ + u⃗(t, X⃗)
▶ Gradient de la transformation : Fij = ∂xi

∂Xj
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Définitions 3D

En mécanique classique

Définitions 3D, déformation d’un cerlce
Référence : Thèse H. Badreddine
▶ F n’est pas une mesure de déformation, il contient des informations

sur la rotation rigide notée R avec RRT = 1

 Formulation en élastoplasticité anisotrope endommageable en transformations finies 
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Figure 1-1. Reprsentation graphique d'une cinématique grandes déformations. 

La dérivée par rapport au temps du vecteur matériel dx
G

 est définie à partir de (1-1) par: 

 dx F dX F F dx L.dx−= = =1
GG G G� � �  (1-16) 

où L  est le tenseur gradient des vitesses des déformations. Il se décompose en une partie 

symétrique (taux de déformations de la matière) D  et une partie antisymétrique (taux de rotation 

de la matière) W : 

 T TL F .F R.R R.U.U .R D W− −= = + = +1 1� � �  (1-17) 

 
S SS TD L F .F R. U.U .R− −  ¯   ¯= = =¡ ° ¡ °¢ ± ¢ ±

1 1� �  (1-18) 

 
A AA T TW L F .F R. U.U .R R.R− −  ¯   ¯= = = +¡ ° ¡ °¢ ± ¢ ±

1 1� � �  (1-19) 

Selon l'hypothèse des petites perturbations la configuration 0C  et la configuration actuelle tC  

sont infiniment proches de sorte que u <<1
G

, où  le vecteur noté u
G

 est le déplacements telle que  

x X u= +
GG G

. Nous aurons ainsi une équivalence entre les différentes mesures de déformations 

Eulérienne et Lagrangienne de manière que: 

 TE A V U ( u u )ε= = − = − = = � +�1
1 1

2

G G
 (1-20) 

et par conséquent les vitesses de déformations sont toutes égales:  

 TE A V U D ( u u )ε= = = = = = � +�1

2

G G� �� � � � �  (1-21) 

Cette hypothèses simplificatrice est très utiles en élastoplasticité parcequ'elle assure la 

décomposition additive des vitesses des déformations totales en partie élastique et partie 

plastique. En transformations finies élastoplastiques, où cette hypothèse n'est pas applicable, la 

décomposition de la transformation totale n'est pas triviale (voir §1.2.3).   

IRCAM 22 novembre 2023 Déformations 9/ 27



Déformations
Définitions 3D

En mécanique classique

Définitions 3D, en mécanique classique

▶ La décomposition polaire de F permet d’obtenir les définitions des
tenseurs des dilatations en multipliant F par F T .

Entité Configuration de référence Configuration actuelle
Gradient F = RU F = VR

Déformation F T F = U2 FF T = V 2

Déformation C = F T F
Déformation C−1 = F −1F −T

Déformation B = FF T

Déformation b = B−1 = F −T F −1

ds2 = Iijdxidxj = Iij
∂xi
∂XK

∂xj
∂XL

dXK dXL
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Approche géométrique

Définitions 3D, approche géométrique
Référence : TP Aussois Mecamat 2023.
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Approche géométrique

Définitions 3D, approche géométrique
 

▶ Espace euclidien.
▶ Transformation : φ : Ω0 → Ω,φ : (t,X I) 7→ x i = φi (t,X I) coord. sur la

config. actuelle à t d’un point de coord. X I sur la config. de référence.
▶ Soit F := Tφ : TΩ0 → TΩ l’application linéaire tangente de φ ;

F :
(

∂x i

∂XJ

)
φ et Tφ sont inversibles.
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Approche géométrique

Passer de la configuration de référence à la configuration
déformée et inversement

▶ Mécanique classique : le transport convectif
On définit des règles de transport pour chaque entité : densité, vecteur,
tenseur d’ordre 2...

▶ Approche géométrique
Transformation φ
Passage de la config. de référence vers la config. actuelle : push forward
Passage de la config. actuelle vers la config. de référence : pull back

Tenseur Config. de référence Config. actuelle
Cov. ordre 2 K k = φ⋆K = F −∗(K ◦ φ−1)F −1

K = φ⋆k = F ∗(k ◦ φ)F k
Contra. ordre 2 T t = φ⋆T = F (T ◦ φ−1)F ∗

T = φ⋆t = F −1(t ◦ φ)F −∗ t
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Approche géométrique

Définitions 3D, approche géométrique

▶ Soit le tenseur métrique q.

qijdx idx j = ds2

Entité Configuration de référence Configuration actuelle
Déformation C = φ⋆q q
Déformation C−1

Déformation q−1 B = φ⋆q−1

Déformation b = B−1

Les tenseurs des dilatations sont des métriques.
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Approche de Eringen

Définitions 3D, approche Eringen
Référence : Eringen.

▶ Espace euclidien, tenseur métrique g
▶ Transformation : Ω0 → Ω, coord. à t donné par x i (t, X I ) pour un point matériel X I à t = 0.

▶ Soit F i
J = ∂xi

∂XJ le gradient de la transformation.
La transformation et son gradient F sont inversibles.
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Bilan

Calculs

▶ Calcul dans un repère orthonormé avec un tenseur métrique noté I

C = F T F → CIJ = ∂xk

∂X I
∂x l

∂X J Ikl

C−1 = F −1F −T → C IJ = ∂X I

∂xk
∂X J

∂x l Ikl

b = F −T F −1 → bij = ∂XK

∂x i
∂XL

∂x j IKL

B = b−1 = FF T → B ij = ∂x i

∂XK
∂x j

∂XL IKL

▶ En plus de ceux ci-dessus, on peut définir une multitude de tenseurs
des dilatations.
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Résultats pour la traction
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La zoologie des notations et des noms

Configuration Définition Notation Nom Auteurs
Référence F T F C Cauchy-Green droit Lemaître & Chaboche

Cauchy à droite P. Royis
Cauchy Green L. Rakotomanana

Green’s deformation Eringen
Référence F −1F −T C−1 Piola’s deformation Eringen
Actuelle FF T B Cauchy-Green gauche Lemaître & Chaboche

b BK & RD
b Cauchy à gauche P. Royis

c−1 Finger’s deformation Eringen
Actuelle F −T F −1 c Cauchy’s deformation Eringen

Une tradition : des majuscules pour la configuration de référence, des minuscules pour la
configuration actuelle (Eringen).
" Attention C n’est pas le pull back de c.
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Approche Toupin, Souriau, Eringen

Définitions 4D, approche Toupin, Souriau, Eringen
Référence : cours de B. Kolev et article B. Kolev et R. Desmorat
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Approche Toupin, Souriau, Eringen

Définitions 4D, approche Toupin, Souriau, Eringen

▶ DEUX Variétés
1. le body B 3D
2. le tube de courant T dans M 4D, Espace Riemannien, tenseur

(pseudo-)métrique g de signature (1,−1,−1,−1)
▶ Transformation : champ de matière ψ : T → B, ψ : xµ 7→ X I = ψ(xµ)

coord. 3D sur le body d’un point de coord. 4D xµ sur le tube.
▶ Soit Tψ l’application linéaire tangente de ψ : Tψ :

(
∂X I

∂xµ

)
"(3x4) pas de ∂X0

∂xµ

ψ et Tψ ne sont PAS inversibles.
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Approche Toupin, Souriau, Eringen

Définitions 4D, approche Toupin, Souriau, Eringen

▶ Soit le tenseur métrique g .
▶ Soit la projection sur l’espace de g et de g−1 :

(h) hµν = gµν − uµuν

(h#) hµν = gµν − uµuν

Entité Sur le body Sur le tube
Déformation H H = C−1 = Tψh#(Tψ)∗ (h#) : hµν

Déformation C = H−1 C h = (Tψ)∗CTψ

H = C−1 est appelé conformation par Souriau
"Les déformations sont des tenseurs 3x3
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Proposition sur la base de Lamoureux et Sopper

Déformations 4D
Référence : Lamoureux, Sopper
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Proposition sur la base de Lamoureux et Sopper

Déformations 4D

▶ Une seule variété 4D M , Espace Riemannien, tenseur (pseudo-)métrique
g de signature (1,−1,−1,−1)

▶ Soit le système de coordonnées courant xµ et le système de coordonnées
propre x̂µ tel que le champ de vitesse dans soit ûµ(1, 0, 0, 0).

▶ Transformation : champ de matière φ : M → M , φ : x̂µ 7→ xµ = φ(x̂µ).
▶ Soit Tφ l’application linéaire tangente de φ : F :

(
∂xµ

∂x̂µ

)
, matrice

jacobienne du changement de coord. de propre vers courant
φ et Tφ inversibles.
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Proposition sur la base de Lamoureux et Sopper

Déformations 4D
▶ Soit le tenseur métrique g .
▶ Les déformations sont des tenseurs 4x4.

Sur la variété M

Entité Syst. de coord. propre Syst. de coord. courant
Vitesse u ûµ(1, 0, 0, 0) uµ

Métrique g ĝµνdx̂µx̂ν = ds2 gµνdxµxν = ds2

Métrique inverse g−1 ĝµν gµν

Déformation Cµν = ĝµν gµν

Déformation C−1 Cµν = ĝµν gµν

Déformation b̂µν

(1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

)
bµν

Déformation B = b−1 B̂µν

(1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

)
Bµν

IRCAM 22 novembre 2023 Déformations 26/ 27



Déformations
Définitions 4D

Proposition sur la base de Lamoureux et Sopper

Définitions 4D : comparaison des approches
▶ Calcul de la conformation :

H IJ = ∂X I

∂xα

∂X J

∂xβ

hαβ︷ ︸︸ ︷
(gαβ − uαuβ)

▶ Calcul de C−1 dans l’approche 4D :

Cµν = ĝµν = ∂x̂µ

∂xα

∂x̂µ

∂xβ
gαβ

Projection de la métrique sur l’espace dans le système propre et courant :

ĝµν − ûµûν = ∂x̂µ

∂xα

∂x̂µ

∂xβ
(gαβ − uαuβ)

▶ Si on calcule :
∂x̂ I

∂xα

∂x̂ J

∂xβ
(gαβ − uαuβ) = H IJ

On retrouve la conformation.
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