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La réalité

Figure 1 — Mise en forme Figure 2 — Crash test réalité et modeéle
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Outils physiques et mathématiques

@ Besoin de définitions appropriées pour caractériser les changements de forme
significatifs de la matiere au cours du temps.
—Géométrie différentielle

o Etude des matériaux en transformations finies : comportements complexes avec
dissipation.
— Thermodynamique des processus irréversibles et transformations finies.
— Modeéle standard : comportement défini par des potentiels d'états.
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Plan

© Transformations finies : approche mécanique
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La transformation

t

= > p [
W.Lam e m

Description de Lagrange Description d'Euler
Configuration de référence Configuration actuelle
Configuration initiale Configuration actuelle
Configuration matérielle Configuration spatiale
Configuration non déformée Configuration déformée

Configuration lagrangienne Configuration eulérienne

@ Espace euclidien, systeme de coordonnées orthonormé

o Transformation : _ _
©: Qo — Q, avec p: X' = x" = '(t, X)

o Gradient de déformation : F; = 3;".
J
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Tenseurs de dilatation et de déformation

Entité Description de Lagrange Description d'Euler
Dilatation C=F'F
Dilatation Cl=F1FT
Dilatation B=FFT
Dilatation b=B'=FTF!
Déformation | E=3(C—1) =F'eF e=3(/-b)
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Tenseurs de dilatation et de déformation

Entité Description de Lagrange Description d'Euler
Dilatation C=F'F ?
Dilatation Cl'=F'FT ?
Dilatation ? B=FF"
Dilatation ? b=B1t=FTF!

Déformation | E = %(C — I) =FTeF e= %(I - b)

Comment systématiser le transport convectif ?
= passage de la Description de Lagrange vers la Description d'Euler et inversement
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Gradient et dérivées

Soit :
@ une fonction scalaire f(t,x'),
@ un champ de vecteur Y(t, x"),

@ le champ de vitesse v
On définit :

o Le gradient (opérateur V)

of ; oy’
viv' = OxJ

T ox

V,f

@ Le taux de déformations d

d=2(Viv'+ Vi)

N

Transport convectif : D= FTdF

Hyper-élasticité eulérienne
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Gradient et dérivées

f(t,x") fonction scalaire, Y(t,x") champ de vecteur, v champ de vitesse

On définit les dérivées par rapport au temps :
o Dérivée particulaire (matérielle) dérivée totale par rapport au temps

df . of dy’ .oy’ i
E_f 8t+VJV’ dt =Y'= 8t+VJV’Y

o Dérivée partielle par rapport au temps sur la configuration Lagrangienne :

% aussi noté () (1)
A/ notation (*) peut porter a confusion.

Quel est I'équivalent sur la configuration d’Euler de la dérivée partielle par rapport
au temps sur la configuration de Lagrange ?

o Les dérivées objectives : Jaumann, dérivées convectives (dites aussi de Lie)...
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Transformations hyper-élastiques

Tramsformalio
=

[

= > y leme
W‘Lum > ec %

Hyper-elasticity : reversible transformations ; first principle of thermodynamics :
pb—oa:d=0 (2)
where :
@ p mass density,
1 specific internal energy (energy per unit mass), depends on the deformation : ¢(e)

o Cauchy stress tensor,

d rate of deformation,

the dot over the quantity indicates a total derivative with respect to time.
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Hyper-elastic transformations
Description de Lagrange

pop(E)—X:D=0
Wo = potp
Energy density

I
Wo(E) — X : D =0 car o
oW
OE

r__ OE __
E=2%_p

I

W,
z_aE

Constitutive model

E—-X: D=0

=0
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Convective
transport

E=F"eF
D=F"dF
Y= JFlo(F )T
J = detF

Description d’Euler

pib(e)—o:d=0
1(e) specific internal energy

o=JtFEF"

Limited to isotropic case
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Transformations hyper-élastiques
Description de Lagrange

pop(E)—X:D=0
Wo = potp
Energy density

I
Wo(E) — X : D =0 car o
oW
OE

r__ OE __
E=2%_p

I

W,
z_aE

Constitutive model

E—-X: D=0

=0
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Convective
transport

E=F"eF
D=F"dF
Y= JFlo(F )T
J = detF

Description d’Euler

pih(e) —o:d=0
’l/J(e) specific internal energy

Tk,

o=J'FzF"

Limited to isotropic case
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Transformations hyper-élastiques

Description de Lagrange

pot(E)—Z:D=0
Wo = potp
Energy density

I
Wo(E) — X :D =0 car po=0
OWo

6—EE—ZD:0

oW
OE
Constitutive model

Yy =

Convective
transport

E=FTeF
D=F"dF

T =JFle(F )T
J = detF

Description d'Euler

ph(e)—o:d=0
1(e) specific internal energy
p#0

e4d

o=J'FxFT

Limited to isotropic case
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Transformations hyper-élastiques
Description de Lagrange

pot(E)—X:D=0
Wo = [)o’l/}
Energy density

\
Wo(E) — X : D =0 car o

W
OE

F_ OE _
E=%5 =D

I

oWo
OE
Constitutive model

E-¥X: D=0

p—

=0
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Convective
transport

E=FTeF
D=F"dF

T =JFlo(F )T
J = detF

Description d’Euler

pih(e)—o:d=0
1(e) specific internal energy

No constitutive model
derived directly

Hyper-élasticité eulérienne
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© Comment systématiser le transport convectif ?
@ La relation D = E a-t-elle un équivalent dans une Description d’Euler?

© Quel est I'équivalent sur la configuration eulérienne de la dérivée partielle par
rapport au temps sur la configuration lagrangienne ?

@ Est il possible d'établir un modéle de comportement en restant dans la configuration
eulérienne ? dans le cas anisotrope ?

Description de Lagrange

Description d'Euler

EQUVALENCE?

%
—_—
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Plan

© Transformations finies : approche géométrique
o Définitions
@ Transport convectif systématisé
@ Tenseurs covariants et contravariants
o Dérivée de Lie
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Transformations finies :

o Espace euclidien, systeme de coord. orthonormé.

o Transformation (difféomorphisme) :
0:Q = Q, avec p: X' = x" = '(t, X)
x' coord. sur la config. actuelle 3 t d’'un point de coord. X' sur la config. de
référence.

e Soit Fj = g—;; le gradient de la déformation (application tangente).

Hyper-élasticité eulérienne
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Systématiser le transport convectif

Soit la transformation ¢

@ Passage de la Description de Lagrange vers la Description d’Euler :
poussé en avant = push forward noté ¢

o Passage de la Description d’Euler vers la Description de Lagrange :
tiré en arriere = pull back noté "

Description de Lagrange Description d'Euler

Transport convectif
pull back ¢* +—
push forward p ———
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Systématiser le transport convectif

Soit la transformation ¢

o Passage de la config. de Lagrange vers la config. d'Euler : push forward noté ¢

o Passage de la config. d'Euler vers la config. de Lagrange : pull back noté ¢~

Type Description de Lagrange Description d'Euler
Scalaire f f
Vecteur w w=pW =FW
W=¢w=F'w w
Ordre 2 covariant E e=pE=(F)TEF!
E=¢"e=FTeF e
Ordre 2 contravariant S s =S =FSF'
S=¢'s=Fls(F )T s
Densité scalaire Dref 0= Oprer = I pref
pref =@ p=Jp p
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Transport convectif pour la MMC

@ @ tenseur métrique

o Dilatation et déformations

Entité ‘ Description de Lagrange ‘ Description d'Euler
dilatation C=F"F=¢"q q= ©C
dilatation | C'=F 'F T=p*q! q '=pC™t
dilatation q '=¢'B B=FF'=ypq"
dilatation q= b b=Bl'=F TFl=¢pq

Déformation E=1(C—q)=ye e=3(q—b)=yE

@ p masse volumique sur la configuration d'Euler
@ po masse volumique sur la configuration de Lagrange
@ o tenseur des contraintes de Cauchy (configuration d’Euler)
@ X tenseur des contraintes PK2 (configuration de Lagrange)
Entité ‘ Description de Lagrange ‘ Description d'Euler

Masse volumique po=Jp="p p=J"Tpo= vpo
Contraintes T=JFlo(F) =¢'c | o =J'FEF =X
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Tenseurs covariants et contravariants

Les transports convectifs dépendent du type des tenseurs :

Type Description de Lagrange Description d'Euler

Scalaire f f

Vecteur w w=pW=FW
W=¢w=F'w w

Ordre 2 covariant E e=9pE=(FHTEF!

E=¢"e=FTeF e

Ordre 2 contravariant S s =S =FSFT
S=¢'s=Fls(F )T s

On a
o Coordonnées : x'

Métrique : g = q,-jai ® & avec ds? = q;jdxidxj et g l=qgYe® €, qijqjk =6

Vecteur : W = Wie et W = Wia' mais W # W’

o Composantes : quij =W, —
éviter de dire “W' = W;" uniquement dans un repére orthonormé”,

On a systématisé le transport convectif pour les tenseurs

Marseille 24 juin 2026 Hyper-élasticité eulérienne



Dérivée de Lie dans le champ de vitesse

Quel est I'équivalent sur la configuration eulérienne de la dérivée partielle par rapport au
temps sur la configuration lagrangienne ?

@ Dérivée de Lie dans le champ de vitesse v

Entité ‘ Description de Lagrange ‘ Description d'Euler
Tenseur P A A
J A ANp™ *
dérivée / temps (f,tA) ZJ(A) = (L (¢ A))

@ Soit une fonction scalaire f, un champ de vecteurs W et la 1-forme W°

daf . Of ;
Z(f) = Efffa+v’vjf
) . oV
i _ i j
(Zw)y = W-w
: ovi
by, b b
(LW, Whi+ W o

o A (LW) # (L W"); méme dans un repére orthonormé
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Propriété de la dérivée de Lie

C'est une dérivée (!) : régle de Leibnitz

En terme de dimensions, la dérivée de Lie dans le champ de vitesse est une dérivée

par rapport au temps :
D OV
W) =W - w —
( ) OxJ

C'est la seule dérivée objective dont le pull back est %

@ Son expression dépend de la nature du tenseur
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Plan

© Relation D = E sur la configuration d’Euler
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Dérivées de Lie utiles

@ Taux de déformation
Le tenseur métrique q est deux fois covariant donc :

(ZL0q)i = gj + qgViv* + quV;v* = Viv; + Viv; = 2d;
2,q =2d

@ Dérivée de Lie des tenseurs de dilatation et déformation :

o Tenseur des dilatations b :
Z/b=0

(fvb),'j = b,j + bij,-vk + bkaij =0
b,J = —bij,-vk - b,»ijvk

o Tenseur des déformations e :

Zi(e) = .,‘Kv(%(q —b)) =d

@ La conservation de la masse s'écrit, p étant une densité scalaire (forme volume) :

ZLyp=0

Hyper-élasticité eulérienne
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Plan

© Hyper-élasticité anisotrope description d'Euler
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Transformations hyper-élastiques
Description de Lagrange

pop(E)—X:D=0
Wo = potp
Energy density

I
Wo(E) — X : D =0 car o
oW
OE

r__ OE __
E=2%_p

I

W,
z_aE

Constitutive model

E—-X: D=0

=0
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Convective
transport

E=F"eF
D=F"dF
Y= JFlo(F )T
J = detF

Description d’Euler

pih(e) —o:d=0
’l/J(e) specific internal energy
p#0

Tk,

etd

o=J'FzF"

Limited to isotropic case
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Transformations hyper-élastiques
Description de Lagrange

pop(E)—X:D=0
Wo = potp
Energy density

I
Wo(E) — X : D =0 car o
oW
OE

r__ OE __
E=2%_p

I

W,
z_aE

Constitutive model

E—-X: D=0

=0
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Convective
transport

E=F"eF
D=F"dF
Y= JFlo(F )T
J = detF

Description d’Euler

ph(e)—o:d=0
1(e) specific internal energy
pZp(e)—o:d=0
p#0
Zwp=0




Hyper-élasticité anisotrope eulérienne

Description d'Euler

o Soit t(e) I'énergie interne spécifique pour un matériau hyperélastique anisotrope.
Conservation de I'énergie
ph(e)—o:d=0
o On écrit Y(K, q, b) I'énergie interne spécifique.
o K est un tenseur d'ordre 4 contenant les paramétres élastiques du matériau
o La déformation e = %(q —b)

@ La conservation d'énergie devient :

pZLp(K,q,b) —o:d=0

alors
=2d =0
(8¢$K+ ”’z + w,,i”b)—o-:dzo.
Si . %4,K = 0, on obtient :
o
o'f2p%

Remarque : le tenseur des contraintes de Cauchy est donc contravariant
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Conclusion

@ On peut systématiser le transport convectif (utilisation de la métrique et attention
au statut covariant/contravariant des tenseurs)

@ Le transport sur la configuration d’Euler de la relation D = E est d = %, (e).

© Plus généralement le transport de la dérivée partielle par rapport au temps sur la
configuration de Lagrange, est, par définition, la dérivée de Lie dans le champ de
vitesse (attention au statut covariant/contravariant des tenseurs).

@ On peut établir un modéle de comportement hyperélastique anisotrope sur la
configuration d'Euler.

@ Il y a bien équivalence entre les descriptions d'Euler et de Lagrange méme pour les
transformations finies des solides !

Marseille 24 juin 2026 Hyper-élasticité eulérienne



Transformations infinitésimales et réversibles

Under the hypothesis of small perturbations, one can make the following approximation :
d=~é¢ (4)

where € is the infinitesimal deformation tensor. The density p may be considered as
constant and a strain energy function (energy per unit volume) is defined that depends
on the deformation tensor alone : W/(e). The first principle (Equation 2) becomes :

(cr—aa—me/):ézo. (5)

If there is no constraint on &, it comes :

ow
= e (6)

and an adequate choice for the expression of W as a function of &, eventually leads to
the classical Hooke's law.
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