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POURQUOI UNE THEORIE RELATIVISTE DES GRANDES
TRANSFORMATIONS ?

e Un premier objectif est de trouver le bon cadre géométrique de la
formulation de la mécanique des milieux continus en relativité générale.

@ Un deuxiéme objectif est de formuler correctement les déformations et
contraintes mécaniques dans ce cadre.

@ Un troisieéme objectif est de mieux comprendre et formuler les couplages
de la mécanique du solide avec I’électromagnétisme.
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CONFIGURATIONS EN MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

@ Le milieu matériel est paramétré par une variété a bord de dimension 3
(compacte et orientable), le body %, qui labelle les particules de matiere.
Elle est équipée d’une forme volume p, la mesure de masse.

@ Une configuration est représentée par un plongement (ou placement en
mécanique) qui préserve I’ orientation

p: A — &,

ou & = (R3, q) est I’espace affine euclidien.

0
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LE TENSEUR DE CAUCHY-GREEN DROIT

LA VARIABLE DE DEFORMATION

@ En mécanique du solide, on fixe généralement une configuration de
référence py et on introduit la transformation ¢ = p o p,, "2 Ia place du
plongement p.

@ Le pull-back de la métrique euclidienne q par la transformation
¢: Qo — ) définit une métrique riemannienne sur € :

C:=¢'q=FqF =qF'F. F:=T¢.

@ C’est le tenseur de Cauchy—Green droit. Il constitue la variable de
déformation et sert a définir les nombreuses mesures de déformations en
mécanique du solide.
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CONTRAINTES

NOTION DUALE DE CELLE DES DEFORMATIONS

@ Une formulation moderne de la notion de < contrainte > fait appel aux
tenseurs-distributions (travail virtuel), plutdt qu’aux champs de tenseurs.

@ Il n’existe que trois types de déplacements (et de vitesses) virtuels

0y —5> TQ

U=F"'V < / > u=Vog~!
[}

0 —2 >0

V : Lagrangien, u : Eulerien (droit), U : Eulerien (gauche).

@ A chacun d’entre eux correspond, pour les milieux classiques, une définition du
tenseur des contraintes : o (Cauchy), S = ¢* (o /p) (deuxieme
Piola-Kirchhoff), P = JoF~* (premier Piola-Kirchhoff)

— Py = /Q (o : Vu)dx = /Q (S: VU)dX = / (P: VV)dX

Qo
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CHAMP DE MATIERE

@ La modélisation de la matiere parfaite adoptée par Souriau (1958, 1964)
s’inspire de la théorie de jauge,
» ou les champs de matiere sont décrits par des sections d’un fibré vectoriel
(ici un fibré trivial).

@ Un champ de matiere parfaite est donc une fonction vectorielle
UM — V=R,

ou ., 1’Univers, est une variété de dimension 4, munie d’une métrique
lorentzienne g de signature (—, +, +, +).

Remarque

La notation ¥ pour le champ de matie¢re n’est pas anodine : ¥ représente la
fonction d’onde dans le cadre de la mécanique quantique.
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MATIERE PARFAITE

o La matiere est décrite par une sous-variété compacte orientable de
dimension 3, le body #Z C R3, qui labelle les particules et est doté d’une
forme volume p, la mesure de masse.

@ On suppose en outre que ¥ est une submersion (T'V est surjective), et
donc que # := U~ (%), le tube de matiére, est fibré par les lignes
d’univers des particules ¥~!(X), ou X € 4.

v(X)

W =0"1B)
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CONFIGURATIONS 4D VERSUS CONFIGURATIONS 3D

@ Dans le formalisme classique 3D, une configuration est un plongement
p:AB—E

du body Z dans I’espace 3D &.

@ Dans le formalisme relativiste 4D, une configuration est une submersion
V: M — B
de I'univers 4D . vers le body %.

Une différence notable
Dans la théorie classique 3D, le placement p et son gradient

F=Tp:T# —TE

sont inversibles, alors qu’ici, U et 7V ne le sont pas.
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COURANT DE MATIERE

@ Le pullback ¥* 1 de 1a mesure de masse p est une 3-forme sur .7 .
Comme U est une submersion, il existe un champ vectoriel non nul P,
appelé courant de matiere, défini sur % = U~!(%), tel que

U* = ipvol,.

On suppose en outre que P est de type temps : g(P,P) < 0.

@ Cela conduit a la définition de la densité de masse au repos p, et du
quadrivecteur unitaire U :

Pr = _g(P; P)’ P= prUa where g(U’U) =-L

Theoréeme (Version relativiste de la conservation de la masse) J

divé P = div¥(p,U) =0
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HYPERI:]LASTICITE RELATIVISTE DU PREMIER GRADIENT
SOURIAU (1958, 1964)

Theoréeme (Souriau, 1958)

Si le lagrangien

zm[g, \I’] = /Lm(guuaapguua\lﬂ,ap\lﬂ) VOlg

est covariant général (L™ [p*g, o* V]| = £L™[g, V]) alors sa densité
lagrangienne se réécrit

L™ (8, Dp8puws ¥', 9,97) = L (W, KY),

" K = (K) = (1) g (T0)*

a été dénommé par Souriau, la conformation.
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QU’EST-CE QUE LA CONFORMATION ?

e C’est une fonction a valeurs vectorielles (dans SR?) et ses composantes

dans une base (E’) de V s’écrivent
KV = K(E',E) = g7 1(d¥!, d¥/) = g(grad® ¥/, grads ¥’).
e C’estun invariant relativiste, ce qui signifie que :
K(¢"g,¢™V) = K(g, V) 0 ¢,

pour tout difféomorphisme (.

@ Sa limite classique correspond 2 C~!, I’inverse du tenseur de
Cauchy-Green droit.

Loi hyperélastique objective

On notera I’analogie avec la mécanique classique des milieux continus, ou
une loi hyperélastique objective ne dépend de la déformation ¢ que par
I’intermédiaire du tenseur de Cauchy-Green C.

————r =_r=
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COMMENT CONSTRUIRE DES INVARIANTS RELATIVISTES ?
o La définition de la conformation K sert de prototype pour construire des

invariants relativistes. Elle correspond aux composantes de la cométrique
g~ ! dans le référentiel propre Za = (U°,d¥',d¥?, d¥3) :

_ -1 0
[g l]gmat = |: O KIJ:|

@ L’observation fondamentale est que %, ;.
fondamentales g et W, satisfait

'%:mt((p*gv 90*\11) = @*%I;at<gﬂ ‘IJ)7

pour tout difféomorphisme ¢ (qui préserve 1’orientation).

qui dépend des variables

@ Les composantes dans %, de tout champ de tenseurs T qui dépend de
maniere covariante des variables fondamentales g et ¥ sont des
invariants relativistes.
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LE TENSEUR ENERGIE-IMPULSION

@ [’équation d’Einstein dans la matiere

G=\T (G"= 1Y)

s’obtient a partir des équations d’Euler-Lagrange du lagrangien . = 57 + £
1
H(g) = 2y /Rg volg, Z"g, V] = /L’”(\II,K) volg,

oll R, est la courbure scalaire, y = ¥%¢, la constante d’Einstein, et

1 OH oL
— o T.= 27
¢ 2x g’ g

@ T est le tenseur d’énergie-impulsion. Il est symétrique et contravariant. On peut
le considérer comme une extension 4D du tenseur des contraintes.

@ Pour un couple (g, ¥), solution de I’équation d’Einstein, on a
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UNE VERSION RELATIVISTE DE LA CONTRAINTE

@ L’une des difficultés de la relativité générale réside dans le fait que la masse et
I’énergie ne font qu’un (E = mc?). On écrira

L"(¥,K) = p,c + p,e(¥, K),
ou p, : densité de masse au repos et e : densité d’énergie interne spécifique.

@ La décomposition orthogonale de T par rapport a U s’écrit :

L 0 N
T_<0 _2>, ou

Oe

¥ :=2p,¢ (TV)*K™! K '(T®)g™".
prg” (TU)' K™ 5y K (TT)g
@ La matrice 3 x 3 des composantes de ¥/p, dans le référentiel propre
1 Oe
= —TUE(TU)* =2
ST (T o)

est la version relativiste du second tenseur de Piola-Kirchhoff S défini par

9]
822%, avec W(C) = /pw(C)volq.
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INTRODUCTION DE L’OBSERVATEUR

o Il ny apas de mécanique sans une définition du temps et de I’espace.
Ces concepts ne sont pas définis a priori en relativité générale, mais
introduits par le choix d’un < observateur >.

@ Un <« observateur > correspond a une fonction temps, c’est-a-dire une
fonction 7: .# — R telle que : g(grad 7, gradi) < 0.

@ Ceci définit un feuilletage (espace-temps ou structure 3+1) de .# par des
hypersurfaces de type espace (donc riemanniennes)

é"t—{mE///t —t} g\c57>0'

@ Le vecteur unitaire

grad ?
—(grad ¢, grad t
g

N:=—

joue, pour I’observateur, le méme role que U pour la matiere.
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FEUILLETAGE DE # PAR LES HYPERSURFACES (),

7772
2z 5D

Lien avec la théorie classique de la MMC
o Les sous-variétés {2, jouent le rdle des configurations {2 = €2,y de la
théorie classique des milieux continus.
o SiV;: QO — % désigne la restriction de ¥ a €,

son inverse W, ! correspond au placement p(t): % — €, de la MMC,
F := T'U,! correspond au gradient de la transformation.

V.

= = = =TT
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FACTEUR DE LORENTZ ET VITESSE EULERIENNE

La décomposition orthogonale de U par rapport a N s’écrit :

02+

ou g(u,N) =0.

@ ~y est le facteur de Lorentz

@ u s’interprete comme la vitesse eulerienne relativiste de la matiere par
rapport a I’observateur.
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LE TENSEUR ENERGIE-IMPULSION VU PAR L’OBSERVATEUR

Décomposition orthogonal de T par rapport a N

. 1 ([ Eto PT/C
T—EtotN®N+E(N®p+p®N)+t—(p/c ¢ .

o E estla densité d’énergie totale,

@ p est la densité d’impulsion relativiste,

o et t, la partie spatiale de T.

La contrainte relativiste o étant définie comme la partie spatiale de
S=-T+pfURT,
dans la décomposition orthogonale par rapport a N. On a
Et = vypc? +~ " pe(1 + clz ”uHZ) - %2”'7 0w,
p= (vt +7 " peJu—o w0,
t=vyouxu-— o,

ou p = yp, est la densité de masse relativiste.
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LIMITE CLASSIQUE DU TENSEUR ENERGIE-IMPULSION

@ On se place dans I’espace de Minkowski (hypothese de la matiere
passive)
1 = —*(dr)? + (dv)? + (dy)* + (d2)”.

o Alors N = 19, et

Lo Lo .
_2 tot _2 u
Trel: cl ¢ — Tcla = <p P )7
~p t pu puPu—o
2
C

avec p : densité de masse classique, u : vitesse eulerienne classique, o :

tenseur de Cauchy.

o L’équation div T = 0 (4 équations) correspond a la conservation de la
masse et la relation fondamentale de la dynamique.

@ L’énergie est abscente de cette équation de conservation ! Il faut aller a
I’ordre 1 pour retrouver le premier principe de la thermodynamique.
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LOIS DE CONSERVATION
@ A lordre 0 en )\ : la composante temporelle (div? Ty ) = 0 correspond a

I’expression usuelle de la conservation de la masse

dp . _
i +div(pu) = 0. J

© ATlordre O en A : la composante spatiale (divA T))* = 0 correspond a
I’expression de la relation fondamentale de la dynamique

gt(pu)+div(pu®u—a)20. J

@ Alordre I en A : I'équation (div* T))" — div*(cPy) = 0 correspond a
I’expression classique du bilan de I’énergie interne

%(E—l—%ﬂuz) + div <<E+%pu2)u—a-u") = 0. J
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CONCLUSION

@ Un cadre géométrique précis a été présenté pour formuler la théorie
relativiste des grandes transformations.

@ Des versions relativistes des déformations et contraintes ont été
proposées.

@ Ce cadre relativiste établi, il est possible de I’étendre a des théories a
gradient supérieur et de le coupler avec I’électromagnétisme, ce qui
permet une formulation rigoureuse du tenseur des contraintes de
Maxwell dans la matiere.

@ Enfin, ce cadre permet une formulation 4D de la mécanique classique
des milieux continus, dérivée de la relativité générale, indépendante du
choix d’un référentiel et dans laquelle le phénomene d’inertie-gravitation
est représenté par une dérivée covariante symétrique (théorie de
Newton-Cartan).
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