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Partie A
Pour ce problème, l’Hamiltonien est

L⋆(x, y, px , py ) =1

2
m−1(p2

x +p2
y )+ 1

2
k
(√

x2 + y2 − l0

)2

En appliquant le principe d’Hamilton

∀δq |δq(ti) = δq(tf) = 0∀δp ,δA ⋆[q , p] = δ
∫ tf

ti

(
p · q̇ −L⋆(q , p)

)
dt = 0

on obtient les équations d’Hamilton

px = mẋ py = mẏ

ṗx +kx

(
1− l0√

x2 + y2

)
= 0 ṗy +k y

(
1− l0√

x2 + y2

)
= 0

k

m

x

y
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Principe variationnel
Définition d’un Hamiltonien

Principe d’Hamilton

Équations de conservation
Conservation de la quantité de mouvement

Conservation du moment angulaire
d(q×p)

dt = 0

Discrétisation
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Partie A

Les intégrateurs géométriques sont une famille de schémas numériques capables de conserver, au sens
discret, les propriétés géométriques du problème considéré (Hairer, Lubich, and Wanner 2006).

1. Sur quelle base construire un intégrateur géométrique pour la thermo-visco-élastodynamique ?
2. Dans ce cadre, comment étendre la différence centrée à la thermo-visco-élastodynamique ?
3. Autrement dit, quel intégrateur sur la température et sur les variables dissipatives internes est

compatible avec la différence centrée ?
4. Quels sont les principes de conservation discrets vérifiés par un tel intégrateur ?
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Structure géométrique faible

Équations de conservation
Conservation de la quantité de mouvement
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Structure géométrique faible
DGBA bracket structure

dF

dt
= {F , Êtot}+ (F ,S )+boundary terms

Équations de conservation
Conservation de la quantité de mouvement

Premier principe de la thermodynamique
Second principe de la thermodynamique

Structure géométrique discrétisée

Équations de conservation discrètes
Conservation de la quantité de mouvement

Premier principe de la thermodynamique
Second principe de la thermodynamique

Discrétisation
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Partie B - Introduction par le crochet de Poisson
Soit F = F (q, p), avec (q, p) vérifiant les équations d’Hamilton

dF

dt
= ∂F

∂q
q̇ + ∂F

∂p
ṗ

q̇= ∂L⋆

∂p ,ṗ=− ∂L⋆

∂qy
= ∂F

∂q

∂L⋆

∂p
− ∂F

∂p

∂L⋆

∂q
=


∂F

∂q

∂F

∂p


T

0 1

−1 0



∂L⋆

∂q

∂L⋆

∂p

= {F,L⋆}

On retrouve les équations d’Hamilton et la conservation de l’énergie totale

F = q ⇒ q̇ = ∂L⋆

∂p
F = p ⇒ ṗ =−∂L⋆

∂q
F = L⋆⇒ dL⋆

dt
= 0

Comment faire pour un système avec dissipation?

F = F (q, p,T )
dF

dt
= ∂F

∂q
q̇ + ∂F

∂p
ṗ + ∂F

∂T
Ṫ = {F,L⋆}+·· ·
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Partie B – Introduction à la DGBA bracket structure

dF

dt
=

est un crochet antisymétrique, représentant l’évolution réversible du systèmey{
F , Êtot

}+ (
F ,S

)
x

est un crochet positif, symétrique, représentant l’évolution dissipative du système.

+boundary terms

On retrouve les équations de conservation pour différents choix de F .

(Premier principe de la thermodynamique) F = Êtot ⇒dÊtot
dt

= {
Êtot, Êtot

}
=0

+(
Êtot,S

)+boundary terms

(Second principe de la thermodynamique) F =S ⇒dS

dt
−{

S , Êtot
}−boundary terms ≥ 0 and

(
S ,S

)≥ 0
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F , Êtot

}+ (
F ,S

)
x

est un crochet positif, symétrique, représentant l’évolution dissipative du système.

+boundary terms

On retrouve les équations de conservation pour différents choix de F .

(Premier principe de la thermodynamique) F = Êtot ⇒dÊtot
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Partie B – Choix du vecteur d’état - lois d’état

Le vecteur d’état pour ce problème est

z = (
u ε p T

)
où
• u est le déplacement;
• ε est la partie symétrique du gradient du déplacement, ici ε= ∂u/∂X ;
• p est la quantité de mouvement;
• T est la température absolue.

Puis, on dérive par rapport au temps F

dF

dt
= d

dt

∫ L

0
F (u,ε, p,T )dX =

∫ L

0

(
∂F

∂u

∂u

∂t
+ ∂F

∂ε

∂ε

∂t
+ ∂F

∂p

∂p

∂t
+ ∂F

∂T

∂T

∂t

)
dX
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Partie B – Choix du vecteur d’état - lois d’état

Le vecteur d’état pour ce problème est z = (
u ε p T

)
La DGBA bracket structure est obtenue via les lois d’état

dF

dt
=

∫ L

0

(
∂F

∂u

∂u

∂t
+ ∂F

∂ε

∂ε

∂t
+ ∂F

∂p

∂p

∂t
+ ∂F

∂T

∂T

∂t

)
dX

Potentiels Êtot et S généraux
∂u

∂t
= ∂Êtot

∂p

∂ε

∂t
= ∂

∂X

(∂Êtot
∂p

)
∂p

∂t
=−∂Êtot

∂u
+ ∂

∂X

(
∂Êtot
∂ε

−
(
∂Êtot
∂T

)(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

)
ρc

∂T

∂t
+ρc

(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

∂

∂X

(∂Êtot
∂p

)
= ∂

∂X

(
K
∂T

∂X

)

Thermo-élastodynamique linéaire
∂u

∂t
= 1

ρ
p

∂ε

∂t
= 1

ρ

∂p

∂X

∂p

∂t
= ∂

∂X

(
(λ+2µ)ε−k(T −T0)

)
ρc

∂T

∂t
+kT0

∂

∂X

( 1

ρ
p

)
= ∂

∂X

(
K
∂T

∂X

)
K : conductivité; ρ: masse volumique; c: capacité thermique; Êint: énergie interne
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= ∂Êtot

∂p

∂ε

∂t
= ∂

∂X

(∂Êtot
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Partie B – Expression de la DGBA bracket structure

La DGBA bracket structure émerge des lois d’état

dF

dt
={

F , Êtot
}+ (F ,S )+

+
[
∂F

∂p

(
∂Êtot
∂ε

−
(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

∂Êtot
∂T

)]L

0
−

[
∂F

∂T
K

(
T

ρc

)2 ∂

∂X

(
∂S

∂T

)]L

0
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Partie B – Expression de la DGBA bracket structure

Détail : crochet réversible

{
F , Êtot

}=∫ L

0

(
∂F

∂u

∂Êtot
∂p

− ∂F

∂p

∂Êtot
∂u

+ ∂F

∂ε

∂

∂X

(
∂Êtot
∂p

)
− ∂

∂X

(
∂F

∂p

)
∂Êtot
∂ε

+

+
(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

(
∂Êtot
∂T

∂

∂X

(
∂F

∂p

)
− ∂F

∂T

∂

∂X

(
∂Êtot
∂p

)))
dX

=
∫ L

0



∂F

∂u
∂F

∂ε
∂F

∂p

∂F

∂T





0 0 1 0

0 0
∂□right

∂X
0

−1 −∂□left
∂X

0

(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

∂□left
∂X

0 0 −
(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

∂□right

∂X
0





∂Êtot
∂u
∂Êtot
∂ε

∂Êtot
∂p

∂Êtot
∂T


dX
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{
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}=∫ L

0

(
∂F

∂u

∂Êtot
∂p

− ∂F

∂p

∂Êtot
∂u

+ ∂F

∂ε

∂

∂X

(
∂Êtot
∂p

)
− ∂

∂X

(
∂F

∂p

)
∂Êtot
∂ε

+

+
(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

(
∂Êtot
∂T

∂

∂X

(
∂F

∂p

)
− ∂F

∂T

∂

∂X

(
∂Êtot
∂p

)))
dX

=
∫ L

0



∂F

∂u
∂F

∂ε
∂F

∂p

∂F

∂T





0 0 1 0

0 0
∂□right

∂X
0

−1 −∂□left
∂X

0

(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

∂□left
∂X

0 0 −
(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

∂□right

∂X
0





∂Êtot
∂u
∂Êtot
∂ε

∂Êtot
∂p

∂Êtot
∂T


dX
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∂Êtot
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∂Êtot
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∂Êtot
∂T

∂

∂X

(
∂F
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∂

∂X
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∂Êtot
∂p
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0 0 1 0

0 0
∂□right

∂X
0

−1 −∂□left
∂X

0

(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

∂□left
∂X

0 0 −
(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

∂□right

∂X
0





∂Êtot
∂u
∂Êtot
∂ε

∂Êtot
∂p

∂Êtot
∂T


dX
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∂F

∂u
∂F

∂ε
∂F
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∂F
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∂X

0

(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

∂□left
∂X

0 0 −
(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

∂□right

∂X
0





∂Êtot
∂u
∂Êtot
∂ε

∂Êtot
∂p

∂Êtot
∂T


dX
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Partie B – Expression de la DGBA bracket structure

Détail : crochet dissipatif

(F ,S ) =
∫ L

0

(
∂

∂X

(
∂F

∂T

)
K

(
T

ρc

)2 ∂

∂X

(
∂S

∂T

))
dX

=
∫ L

0



∂F

∂u
∂F

∂ε
∂F

∂p

∂F

∂T





0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0
∂□left
∂X

K

(
T

ρc

)2 ∂□right
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Partie B – Expression de la DGBA bracket structure

Détail : crochet dissipatif
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Partie B – Retrouver les équations de conservation par la structure

La conservation de la quantité de mouvement est obtenue via

F =
∫ L

0
p dX ⇒ (. . . ) ⇒ ∂p

∂t
=−∂Êtot

∂u
+div(σ)

Le premier principe de la thermodynamique est obtenu par

F = Êtot =
∫ L

0

(1

2

1

ρ
pp + Êint (ε,T )

)
dX ⇒ (· · · ) ⇒ ∂Êint

∂t
= ∂ε

∂t
σ− ∂q

∂X

Enfin, le second principe de la thermodynamique s’obtient comme:

F =S =
∫ L

0
S dX ,⇒ (. . . ) ⇒ ∂S

∂t
+ ∂

∂X

(
q

T

)
≥ 0 ⇔ 1

T

(
− 1

T
q
∂T

∂X

)
≥ 0

σ: tenseur des contraintes 1D; q : flux de chaleur.
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Structure géométrique faible
DGBA bracket structure

dF

dt
= {F , Êtot}+ (F ,S )+boundary terms

Équations de conservation
Conservation de la quantité de mouvement

Premier principe de la thermodynamique
Second principe de la thermodynamique

Structure géométrique discrétisée

Équations de conservation discrètes
Conservation de la quantité de mouvement

Premier principe de la thermodynamique
Second principe de la thermodynamique

Discrétisation
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Partie B – Méthodologie de discrétisation

DGBA bracket structure
dF
dt = {

F , Êtot
}+ (

F ,S
)+boundary terms{

F , Êtot
}= ∫ L

0

(
∂F
∂u

∂Êtot
∂p − ∂F

∂p
∂Êtot
∂u + ∂F

∂ε
∂
∂X

(
∂Êtot
∂p

)
− ∂
∂X

(
∂F
∂p

)
∂Êtot
∂ε

+
(
∂S
∂T

)−1
∂S
∂ε

(
∂Êtot
∂T

∂
∂X

(
∂F
∂p

)
− ∂F
∂T

∂
∂X

(
∂Êtot
∂p

)))
dX(

F ,S
)= ∫ L

0

(
∂
∂X

(
∂F
∂T

)
K

(
T
ρc

)2
∂
∂X

(
∂S
∂T

))
dX

boundary terms =
[
∂F
∂p

(
∂Êtot
∂ε −

(
∂S
∂T

)−1
∂S
∂ε

∂Êtot
∂T

)]L

0
−

[
∂F
∂T K

(
T
ρc

)2
∂
∂X

(
∂S
∂T

)]L

0

1. Choix d’un schéma d’intégration temporelle
2. Discrétisation spatiale par éléments finis

DGBA bracket structure discrète
1
∆t

(〈
∂Fd
∂zk

〉n+1

n

)T
[zk ]n+1

n = {
Fd, Êtot

d
}+ (

Fd,Sd
)+boundary terms
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Partie B – Méthodologie de discrétisation

1. Choix d’un schéma d’intégration temporelle
On intègre la structure sur tout l’intervalle temporel [t0, tN ]

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
dF

dt
−{

F , Êtot
}− (F ,S )−boundary terms

)
dt = 0

On choisit une approximation de l’intégrale, choix basé sur le calcul variationnel discret (Marsden
et al., 1994)∫ tn+1

tn

∫ L

0
G(u, p,ε,T )dX ≈

∫ L

0

∆t

2

(
G(un ,εn , pn+1/2,Tn+1/2)+G(un+1,εn+1, pn+1/2,Tn+1/2)

)
dX

Cette méthode étend la différence centrée à la thermo-élastodynamique couplée.

2. Dans ce cadre, comment étendre la différence centrée à la thermo-élastodynamique couplée ?
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Partie B – Méthodologie de discrétisation

1. Choix d’un schéma d’intégration temporelle
Le couplage thermo-mécanique couple le choix d’intégration de l’équation d’évolution de la
température avec le choix d’intégration de l’équation d’évolution de la quantité de mouvement via
la différence centrée.

dF

dt
=

∫ L

0

(
∂F

∂u

∂u

∂t
+ ∂F

∂ε

∂ε

∂t
+ ∂F

∂p

∂p

∂t
+ ∂F

∂T

∂T

∂t

)
dX

{
F , Êtot

}=∫ L

0


∂F /∂u
∂F /∂ε
∂F /∂p

∂F /∂T





0 0 1 0

0 0
∂□right
∂X 0

−1 − ∂□left
∂X 0

(
∂S
∂T

)−1 ∂S
∂ε

∂□left
∂X

0 0 −
(
∂S
∂T

)−1 ∂S
∂ε

∂□right
∂X 0




∂Êtot/∂u

∂Êtot/∂ε

∂Êtot/∂p

∂Êtot/∂T

dX

(F ,S ) =
∫ L

0


∂F /∂u
∂F /∂ε
∂F /∂p

∂F /∂T




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0
∂□left
∂X K

(
T
ρc

)2 ∂□right
∂X



∂S/∂u
∂S/∂ε
∂S/∂p

∂S/∂T

dX
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Partie B – Méthodologie de discrétisation

1. Choix d’un schéma d’intégration temporelle
Le couplage thermo-mécanique couple le choix d’intégration de l’équation d’évolution de la
température avec le choix d’intégration de l’équation d’évolution de la quantité de mouvement via
la différence centrée.

dF

dt
=

∫ L

0

(
∂F

∂u

∂u

∂t
+ ∂F

∂ε

∂ε

∂t
+ ∂F

∂p

∂p

∂t
+ ∂F
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∂T

∂t
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0 0 1 0

0 0
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∂X 0

−−−1 −−−∂□left
∂X 0

(
∂S
∂T

)−1 ∂S
∂ε

∂□left
∂X

0 0 −
(
∂S
∂T

)−1 ∂S
∂ε

∂□right
∂X 0
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Partie B – Méthodologie de discrétisation

1. Choix d’un schéma d’intégration temporelle
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Partie B – Méthodologie de discrétisation

1. Choix d’un schéma d’intégration temporelle
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Partie B – Méthodologie de discrétisation

1. Choix d’un schéma d’intégration temporelle

2. Discrétisation spatiale par éléments finis
On applique la méthode des éléments finis, sur chacun des champs.

u(X , tn) ≈∑
a
Nu

a (X )ua
n p(X , tn) ≈∑

a
N

p
a (X )pa

n T (X , tn) ≈∑
a
NT

a (X )Ta
n
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Partie B – Méthodologie de discrétisation

DGBA bracket structure discrète
1
∆t

(〈
∂Fd
∂zk

〉n+1

n

)T
[zk ]n+1

n = {
Fd, Êtot

d
}+ (

Fd,Sd
)+boundary terms

Problème particulier

T0
F ext

qext
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Partie B – Méthodologie de discrétisation

DGBA bracket structure discrète
1
∆t

(〈
∂Fd
∂zk

〉n+1

n

)T
[zk ]n+1
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Fd, Êtot

d
}+ (
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F ext
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Partie B – Méthodologie de discrétisation

DGBA bracket structure discrète
1
∆t
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∂Fd
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〉n+1
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Partie B – Méthodologie de discrétisation

DGBA bracket structure discrète
1
∆t

(〈
∂Fd
∂zk

〉n+1

n

)T
[zk ]n+1

n = {
Fd, Êtot

d
}+ (

Fd,Sd
)+boundary terms

Problème particulier

T0
F ext

qext

Schéma d’intégration espace-temps
un+1 = ·· · , pn+3/2 = ·· · , Tn+1 = ·· ·
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Partie B – Schéma d’intégration

Iun+1 = Iun +∆t M−1pn+1/2

Ipn+3/2 = Ipn+1/2 +∆t
(
Fext

n+1 − (Hun+1 −L(Tn+1 −T0))
)

ρc I
Tn+1 −Tn

∆t
=−T0LTρ−1pn+1/2 −K

Tn+1 +Tn

2
−qext

n+1/2

3. Autrement dit, quel intégrateur sur la température et les variables dissipatives est compatible
avec la différence centrée ?
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Partie B – Schéma d’intégration

Iun+1 = Iun +∆t M−1pn+1/2
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Partie B – Principes de la thermodynamique

Pour obtenir les principes de la thermodynamique, on utilise directement l’expression de la DGBA
bracket structure discrétisée.

1

∆t

(〈
∂Fd
∂zk

〉n+1

n

)T
[zk ]n+1

n = {
Fd, Êtot

d
}+ (

Fd,Sd
)+boundary terms

Fd = Êtot
d ⇒ 1

∆t

〈
∂Êtot

d
∂zk

〉n+1

n

T [zk ]n+1
n =

=0{
Êtot

d , Êtot
d

}+(
Êtot

d ,Sd
)+boundary terms

Fd = Ŝtot
d ⇒ 1

∆t

(〈
∂Sd
∂zk

〉n+1

n

)T
[zk ]n+1

n −{
Sd, Êtot

d
}−boundary terms ≥ 0 ⇔ (

Sd,Sd
)≥ 0
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Partie B – Premier principe de la thermodynamique

[
1

2
pTk M−1pk +

1

2
uTk Huk +TT

0 LTuk +
1

2

ρc

T0
TT

k ITk

]n+1

n
−∆t 2

4

[
1

2
üTk M ük

]n+1

n

=
(〈
Fext

k

〉n+1

n

)T
[uk ]n+1

n −∆t

T0

〈
Tk

T
〉n+1

n
K 〈Tk〉n+1

n −∆t

T0
(qext

n+1/2)T 〈Tk〉n+1
n
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Partie B – Premier principe de la thermodynamique[
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üTk M ük
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Partie B – Second principe de la thermodynamique
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Partie C – Choix du vecteur d’état

Le vecteur d’état pour ce problème est

z = (
u ε p T εan

)
où
• u est le déplacement;
• ε est la partie symétrique du gradient du déplacement, ici ε= ∂u/∂X ;
• p est la quantité de mouvement;
• T est la température absolue;
• εan est la partie anélastique (visqueuse) du gradient du déplacement.

Ean V −1

E∞
α

εe εan

εe,∞ εth
B. Georgette – LaMCoS INSA Lyon 25



Partie C – lois d’état
La DGBA bracket structure est obtenue via les lois d’état

dF
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Partie C – Expression de la DGBA bracket structure

L’expression de la DGBA bracket structure est

dF

dt
={

F , Êtot
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Partie C – Expression de la DGBA bracket structure

(F ,S ) =
∫ L
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Partie C – Méthodologie de discrétisation

1. Choix d’un schéma d’intégration temporelle
On intègre la structure sur tout l’intervalle temporel [t0, tN ]

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
dF

dt
−{

F , Êtot
}− (F ,S )−boundary terms

)
dt = 0

On choisit une approximation de l’intégrale, choix basé sur le calcul variationnel discret (Marsden
et al., 1994)∫ tn+1

tn

∫ L

0
G(u, p,ε,T,εan)dX

≈
∫ L

0

∆t

2

(
G(un ,εn , pn+1/2,Tn+1/2, (εan)n+1/2)+G(un+1,εn+1, pn+1/2,Tn+1/2, (εan)n+1/2)

)
dX
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Partie C – Schéma d’intégration

I εεen+1 = I εεen +∆t M−1,εp ′
pn+1/2

I pppn+3/2 = I pppn+1/2 +∆t
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〈
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)

3. Autrement dit, quel intégrateur sur la température et les variables dissipatives est compatible
avec la différence centrée ?
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Partie C – Premier principe de la thermodynamique discret
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Partie C – Premier principe de la thermodynamique
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Partie C – Second principe de la thermodynamique – Inégalité de Clausius-Duhem
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Conclusion

1. Sur quelle base construire un intégrateur géométrique pour la thermo-visco-élastodynamique ?
2. Dans ce cadre, comment étendre la différence centrée à la thermo-visco-élastodynamique ?
3. Autrement dit, quel intégrateur sur la température et sur les variables dissipatives internes est

compatible avec la différence centrée ?
4. Quels sont les principes de conservation discrets vérifiés par un tel intégrateur ?
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Conclusion

1. Sur quelle base construire un intégrateur géométrique pour la thermo-visco-élastodynamique ?

dF

dt
=

est un crochet antisymétrique, représentant l’évolution réversible du systèmey{
F , Êtot

}+ (
F ,S

)
x

est un crochet positif, symétrique, représentant l’évolution dissipative du système.

+boundary terms
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Conclusion

2. Dans ce cadre, comment étendre la différence centrée à la thermo-élastodynamique couplée ?

On intègre la structure sur tout l’intervalle temporel [t0, tN ]

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

(
dF

dt
−{

F , Êtot
}− (F ,S )−boundary terms

)
dt = 0

On choisit une approximation de l’intégrale, choix basé sur le calcul variationnel discret (Marsden
et al., 1994)∫ tn+1

tn

∫ L

0
G(u, p,ε,T,εan)dX

≈
∫ L

0

∆t

2

(
G(un ,εn , pn+1/2,Tn+1/2, (εan)n+1/2)+G(un+1,εn+1, pn+1/2,Tn+1/2, (εan)n+1/2)

)
dX
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Conclusion
3. Autrement dit, quel intégrateur sur la température et sur les variables dissipatives internes est

compatible avec la différence centrée ?
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pn+1/2

I pppn+3/2 = I pppn+1/2 +∆t
(
Fext

n+1 −
(
(E∞+Ean)Ien+1 −EanI p ′εan (ean)n+1 −Lp ′T (Tn+1 −T0)

))
I T T Tn+1 −Tn

∆t
+ 1

ρc
qext

n+1/2 −
(
− T0

ρc
LT p ′

ρ−1pn+1/2 +
1

ρc
K T ′T ′ 〈Tk〉n+1

n +

+ E 2
anV −1

c
˜̃̃
IT εε 〈ek〉n+1

n 〈ek〉n+1
n − E 2

anV −1

c
˜̃̃
IT εεan 〈ek〉n+1

n

〈
(ean)k

〉n+1
n +

− E 2
anV −1

c
˜̃̃
IT εanε

〈
(ean)k

〉n+1
n 〈ek〉n+1

n + E 2
anV −1

c
˜̃̃
IT εanεan

〈
(ean)k

〉n+1
n

〈
(ean)k

〉n+1
n

)
= 0

I εanεan (ean)n+1 = I εanεan (ean)n +∆tEanV −1
(

I εanε 〈ek〉n+1
n − I εanεan

〈
(ean)k

〉n+1
n

)

B. Georgette – LaMCoS INSA Lyon 33



Conclusion
4. Quels sont les principes de conservation discrets vérifiés par un tel intégrateur ?
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Conclusion

4. Quels sont les principes de conservation discrets vérifiés par un tel intégrateur ?

Second principe de la thermodynamique
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Conclusion

L’ensemble des résultats continus est publié dans
Georgette, B., Dureisseix, D. and Gravouil, A. (2026) “The Double Generator Boundary Aug-
mented bracket structure: a structure-preserving space-time integration framework for coupled
thermo-visco-elastodynamics”, Comptes Rendus. Mécanique, 354(G1), pp. 333–364. Available at:
https://doi.org/10.5802/crmeca.357.

→ Extension à la thermo-visco-élastodynamique en petites transformations et en grandes
transformations dans le cadre multisymplectique

https://benjamin-georgette.vercel.app/
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DISCRETE VARIATIONAL CALCULUS

ON THE HAMILTON PRINCIPLE

DISCRETISATION OF

THE HAMILTON EQUATIONS

DISCRETE VARIATIONAL CALCULUS

ON THE POISSON BRACKET

A ⋆[q, p] =
∫ tN

t0

(
q̇p −L⋆(q, p)

)
dt

d

dt

(
q
p

)
=

(
0 1
−1 0

)(
∂L⋆/∂q

∂L⋆/∂p

)
dF

dt
=

(
∂F /∂q

∂F /∂p

)T(
0 1
−1 0

)(
∂L⋆/∂q

∂L⋆/∂p

)
or

dF

dt
= {

F,L⋆
}

∂F

∂z

(
ż − ˜̃J∇L⋆

)
N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

∂F

∂z
żdt =

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

{
F,L⋆

}
dt

A ⋆
d =

N−1∑
n=0

( qn+1 −qn

∆t
pn+1/2 −L⋆d (q, p)

) zn+1 − zn

∆t
= ˜̃J∇L⋆

(
zn+α, zn

)
∆t
∂F

∂z

zn+1 − zn

∆t
=∆t

{
F,L⋆

}

Define a discrete
Hamiltonian

Choose a scheme that
preserves the structure

ż = ˜̃J∇L⋆

Choose the appropriate
interpolation

Lαd = pn+(1−α)
qn+1 −qn

∆t
−L⋆d

(
qn+α, pn+(1−α)

)
Φα : (qn , pn) 7→


qn+1 = qn +∆t

∂L⋆

∂p
(qn+α, pn+(1−α))

pn+1 = pn −∆t
∂L⋆

∂q
(qn+α, pn+(1−α))


∂F

∂q
(qn+α, pn+(1−α))

∂F

∂p
(qn+α, pn+(1−α))




qn+1 −qn

∆t
pn+1 −pn

∆t



=


∂F

∂q
(qn+α, pn+(1−α))

∂F

∂p
(qn+α, pn+(1−α))


(

0 1
−1 0

)
∂L⋆

∂q
(qn+α, pn+(1−α))

∂L⋆

∂p
(qn+α, pn+(1−α))



Lα=0
d Φα=0 Fα=0

d

Lα=1
d Φα=1 Fα=1

d

Ld = ∆t

2

(
Lα=0

d

∣∣∣
t∈[tn ,tn+1/2]

+Lα=1
d

∣∣∣
t∈[tn+1/2,tn+1]

) (
Φα=0

∣∣∣
t∈[tn ,tn+1/2]

+Φα=1
∣∣∣

t∈[tn+1/2,tn+1]

) ∫ tn+1

tn

F (q, p)dt = ∆t

2
F (qn+α, pn+(1−α))

∣∣t∈[tn ,tn+1/2]
α=0 + ∆t

2
F (qn+α, pn+(1−α))

∣∣t∈[tn+1/2,tn+1]
α=1

α symplectic Euler scheme
qn+1 −qn

∆t
= ∂L⋆

∂p
(qn+α, pn+(1−α))

pn+1 −pn

∆t
=−∂L⋆

∂q
(qn+α, pn+(1−α))

Implicit symplectic Euler
qn+1 −qn

∆t
= ∂L⋆

∂p
(qn , pn+1)

pn+1 −pn

∆t
=−∂L⋆

∂q
(qn , pn+1)

Explicit symplectic Euler
qn+1 −qn

∆t
= ∂L⋆

∂p
(qn+1, pn)

pn+1 −pn

∆t
=−∂L⋆

∂q
(qn+1, pn)

Central difference
qn+1 = qn + ∆t

2

(
∂L⋆

∂p
(qn+1, pn+1/2)+ ∂L⋆

∂p
(qn , pn+1/2)

)
pn+3/2 = pn+1/2 − ∆t

2

(
∂L⋆

∂q
(qn+1, pn+1/2)+ ∂L⋆

∂q
(qn+1, pn+3/2)

)

1



Annex - Partie B – Review of discrete bracket formulations
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Annex - Comment étendre le schéma de la différence centrée à la physique
dissipative?

On obtient le schéma de la différence centrée par l’approximation suivante∫ tn+1

tn

F (q, p)dt = ∆t

2

(
F (qn , pn+1/2)+F (qn+1, pn+1/2)

)
sur ∫ tN

t0

(
∂ f

∂q
q̇ + ∂ f

∂p
ṗ −

(
∂ f

∂q

∂l⋆

∂p
− ∂ f

∂p

∂l⋆

∂q

))
dt = 0

Comment faire dans le cas de la physique dissipative, i.e. sur∫ tN

t0

(
dF

dt
−{

F , Êtot
}− (F ,S )−boundary terms

)
dt = 0
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Annex - Comment étendre le schéma de la différence centrée à la physique
dissipative?

Variables internesα.
• On commence d’abord par tester un intégrateur qui calque la différence centrée.∫ tn+1

tn

F (α)dt ≈ ∆t

2

(
F (αn+γ̃)

∣∣∣∣t∈[tn ,tn+1/2]

γ̃=0
+F (αn+γ̃)

∣∣∣t∈[tn+1/2,tn+1]

γ̃=1

)
≈ ∆t

2
(F (αn)+F (αn+1))

Ce choix mène à l’expression suivante dans le premier principe de la thermodynamique

−
N−1∑
n=0

∆t

2

∫ L

0

1

2

(
(αn+1 +αn)TETV −1E (αn+1 +αn)+ (αn+1 −αn)TETV −1E (αn+1 −αn)

)
dX

• On propose alors une généralisation∫ tn+1

tn

F (α)dt = ∆t

2

(
F (αn+γ̃)+F (αn+(1−γ̃))

)
.

ce qui mène à l’expression suivante dans le premier principe de la thermodynamique

−
N−1∑
n=0

∆t

2

∫ L

0

1

2

(
(αn+1 +αn)TETV −1E (αn+1 +αn)+ (1−2γ̃)2 (αn+1 −αn)TETV −1E (αn+1 −αn)

)
dX
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Annex - Comment étendre le schéma de la différence centrée à la physique
dissipative?

Cas thermo-visco-élastodynamiqueα= εan On applique directement γ̃= 1/2∫ tn+1

tn

F (εan)dt ≈ ∆t

2

(
F ((εan)n+γ̃)+F ((εan)n+(1−γ̃))

)=∆tF ((εan)n+1/2).

On impose au sens fort

(εe)n+1/2 = εn+1/2 − (εan)n+1/2.

D’où la notation ∫ tn+1

tn

∂F

∂εan
dt ≈∆t

(
∂F

∂εan

)
n+1/2
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Annex - Comment étendre le schéma de la différence centrée à la physique
dissipative?

Température T

• On commence d’abord par un intégrateur qui calque le schéma de la différence centrée.

N−1∑
n=0

∫ tn+1

tn

F (u, p,T )dt =
N−1∑
n=0

∆t

2

(
F (un ,εn , pn+1/2,Tn)+F (un+1,εn+1, pn+1/2,Tn+1)

)
.

Ce choix mène à l’expression suivante dans le premier principe de la thermodynamique

−
∫ L

0

∆t

2

c

T0

((
∂Tn+1

∂X
+ ∂Tn

∂X

)
K

(
∂Tn+1

∂X
+ ∂Tn

∂X

)
+

(
∂Tn+1

∂X
− ∂Tn

∂X

)
K

(
∂Tn+1

∂X
− ∂Tn

∂X

))
dX .
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Annex - Comment étendre le schéma de la différence centrée à la physique
dissipative?

Température T

• On propose alors une généralisation∫ tn+1

tn

F (T )dt =1

2

(
F

(
Tn+β̃

)
+F

(
Tn+(1−β̃)

))
.

– S’il y a le terme de couplage thermo-mécanique dans le crochet réversible,

∫ L

0


∂F /∂u
∂F /∂ε
∂F /∂p

∂F /∂T





0 0 1 0

0 0
∂□right
∂X

0

−1 −∂□left
∂X

0

(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

∂□left
∂X

0 0 −
(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

∂□right
∂X

0




∂Êtot/∂u

∂Êtot/∂ε

∂Êtot/∂p

∂Êtot/∂T

dX
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Annex - Comment étendre le schéma de la différence centrée à la physique
dissipative?

Température T
• On propose alors une généralisation∫ tn+1

tn

F (T )dt =1

2

(
F

(
Tn+β̃

)
+F

(
Tn+(1−β̃)

))
.

– S’il y a le terme de couplage thermo-mécanique dans le crochet réversible, alors on a une
approximation du type∫ tn+1

tn

F (u,ε, p,T )dt =
N−1∑
n=0

∆t

2

(
1

2

(
F (un ,εn , pn+1/2,Tn+β̃)+F (un ,εn , pn+1/2,Tn+(1−β̃))

)∣∣∣∣t∈[tn ,tn+1/2]

+

+ 1

2

(
F (un+1,εn+1, pn+1/2,Tn+β̃)+F (un+1,εn+1, pn+1/2,Tn+(1−β̃))

)∣∣∣∣t∈[tn+1/2,tn+1] )
.

qui impose

0 ≤ β̃≤ 1/2 et 1/2 ≤ β̃≤ 1 ⇒ β̃= 1/2
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Annex - Comment étendre le schéma de la différence centrée à la physique
dissipative?

Température T

• On propose alors une généralisation∫ tn+1

tn

F (T )dt =1

2

(
F

(
Tn+β̃

)
+F

(
Tn+(1−β̃)

))
.

– S’il y a le terme de couplage thermo-mécanique dans le crochet réversible, alors β̃= 1/2
– Enfin, s”il n’y a pas de couplage thermo-mécanique, alors on a, dans l’expression du premier

principe

N−1∑
n=0

∫ L

0

∆t

2

1

ρ

ρc

T0
K

1

2

((
∂Tn

∂X
+ ∂Tn+1

∂X

)2

+ (1−2β̃)2
(
∂Tn

∂X
− ∂Tn+1

∂X

)2)
dX .

ce qui amène à

β̃= 1/2 .
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Annex - Partie B – Simulation parameters

Material parameters : Steel
• Young modulus : E = 210GPa

• Density : ρ = 7800kg.m−3

• Thermal linear dilatation coefficient : α= 11×10−6K−1

• Poisson coefficient : 0.3

• Heat capacity : c = 420J.kg−1.K−1

• Thermal conductivity : K = 55W.m−1.K−1

• length : L = 25cm

• Cross section : S = (L/10)2 = 6.25×10−4m2

Simulation parameters
• External force F =σ0 ×S with σ0 = 300MPa

• External heat flux q = (104)/(S)W = 1.6×107W/m2

• Number of elements N = 100

• Time step ∆t = 0.8∆x
√

ρ
λ+2µ = 3.32×10−7s

• Time for the elastic wave to travel the rod Telastic wave = 4.15×10−5s.
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Annex - Partie C - Stability analysis of the scheme

The stability of the scheme is assessed using the spectral stability criterion. The amplification matrix is
given by un+1

pn+3/2

Tn+1

= A(∆t ,∆x;λ,µ,ρ,c,k,K )

 un

pn+1/2

Tn


with A(∆t ,∆x;λ,µ,ρ,c,k,K )

=


I uu 0 0

∆t H u′u′
I pp −∆tLp ′T

0 0 I T T + 1

2

∆t

ρc
K T ′T ′


−1

I uu ∆t M−1,pp 0
0 I pp 0

0 −∆t

ρc

T0

ρ
LT p ′

I T T − 1

2

∆t

ρc
K T ′T ′


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Annex - Partie C - Stability analysis of the scheme
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Annex – Small strain generalised standard material – Choice of the state vector

The state vector for the problem is chosen as

z = (
u ε p T

)
where
• u is the displacement;
• ε is the symmetric part of the gradient of displacement, here ε= ∂u/∂X ;
• p is the linear momentum;
• T is the absolute temperature;

• α= (
α1 αN

)T is a set of N internal dissipative variables.
Next, we take the time derivative of a functional F dependent of the state vector

dF

dt
=

∫ L

0

(
∂F

∂u

∂u

∂t
+ ∂F

∂ε

∂ε

∂t
+ ∂F

∂p

∂p

∂t
+ ∂F

∂T

∂T

∂t
+

(
∂F

∂α

)T ∂α

∂t

)
dX
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Annex – Small strain generalised standard material – State laws

The DGBA bracket structure is obtained from the state laws

dF

dt
=

∫ L

0

(
∂F

∂u

∂u

∂t
+ ∂F

∂p

∂p

∂t
+ ∂F

∂ε

∂ε

∂t
+ ∂F

∂T

∂T

∂t
+

(
∂F

∂α

)T ∂α

∂t

)
dX

∂u

∂t
= ∂Êtot

∂p
First Legendre transformation

∂p

∂t
=−∂Êtot

∂u
+ ∂

∂X

(
∂Êtot
∂ε

−
(
∂Êtot
∂T

)(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

)
Conservation of linear momentum

∂ε

∂t
= ∂

∂X

(∂Êtot
∂p

)
Compatibility equation

ρc
∂T

∂t
+ρc

(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

∂

∂X

(∂Êtot
∂p

)
= ∂

∂X

(
K
∂T

∂X

)
−

(
∂(ρÊint)

∂α

)T
∂α

∂t
Gibbs law

∂α

∂t
=−T

c
V −1 ∂Êint

∂α

∂S

∂T
+T V −1 ∂S

∂α
Internal dissipative laws

K : material’s conductivity; ρ: density; c: specific thermal capacity; Êint: internal energy
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Annex – Small strain generalised standard material – DGBA bracket structure
expression

The expression of the DGBA bracket structure is
dF

dt
={

F , Êtot
}+ (F ,S )−

∫
∂ωX

1

ρ

∂F

∂T
K

T 2

c2

∂

∂X

(
∂S

∂T

)
d(∂ωX )+

+
∫
∂ωX

∂F

∂ε

(
∂u

∂t
− ∂Êtot

∂p

)
d(∂ωX )+

∫
∂ωX

∂F

∂p

(
∂Êtot
∂ε

−
(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

∂Êtot
∂T

)
d(∂ωX )

where {
F , Êtot

}=∫ L

0

(
∂F

∂u

∂Êtot
∂p

− ∂F

∂p

∂Êtot
∂u

+ ∂F

∂ε

∂

∂X

(
∂Êtot
∂p

)
− ∂

∂X

(
∂F

∂p

)
∂Êtot
∂ε

+

+
(
∂S

∂T

)−1 ∂S

∂ε

(
∂Êtot
∂T

∂

∂X

(
∂F

∂p

)
− ∂F

∂T

∂

∂X

(
∂Êtot
∂p

)))
dX

(F ,S ) =
∫ L

0

(
1

ρ

∂

∂X

(
∂F

∂T

)
K

T 2

c2

∂

∂X

(
∂S

∂T

)
+ ∂F

∂T

1

c

T

c

∂Êint
∂α

V −1 ∂Êint
∂α

∂S

∂T
+

− ∂F

∂T

T

c

∂Êint
∂α

V −1 ∂S

∂α
− T

c

∂F

∂α
V −1 ∂Êint

∂α

∂S

∂T
+T

∂F

∂α
V −1 ∂S

∂α

)
dX
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Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics

Parameters of simulation

Density ρ 1.18×103 kgm−3

Poisson ratio ν 0.35
Young modulus - equilibrium branch E∞ 2.5GPa
Young modulus - out-of-equilibrium branch Ean 1.1GPa
Viscous coefficient V −1 = (Eanτ1)−1 (59.4×109)−1GPa−1 s−1

Coefficient of linear thermal expansion α 90×10−6K−1

Specific heat capacity c 1.47×103 Jkg−1K−1

Thermal conductivity K 1.19×10−1Wm−1K−1

Material properties of polyethyl methacrylate (PMMA). The density ρ and the thermal parameters α,K ,c
are extracted from the folllowing website
https://analyzing-testing.netzsch.com/en/polymers-netzsch-com/
engineering-thermoplastics/pmma-polymethylmethacrylate, while the parameters
of the standard linear solid E∞,Ean,ν,V −1 are extracted from (Christöfl et al. 2021)
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Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics - Fields
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Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics - First principle of
thermodynamics
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ẽTk (E∞+Ean)˜̃Iεεẽk
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Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics - Fields
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Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics - First principle of
thermodynamics
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Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics - First principle of
thermodynamics
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Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics - First principle of
thermodynamics

0 2L/v 4L/v 6L/v 8L/v 10L/v

Time [s]

−8

−6

−4

−2

0

E
n

er
gy

[J
]

×10−3

−ρ∆t

〈
T̃
T
k

〉n+1

n

T0
V −1E 2

an

(˜̃̃
IT εε

〈
ẽk
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Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics - First principle of
thermodynamics
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Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics - Second principle of
thermodynamics
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Annex – Large strain Thermo-visco-elastodynamics – Choice of the state vector

Small strain, 1D, Generalised standard material

z = (
u ε p T α

)
where
• u is the displacement;
• p is the linear momentum;
• ε is the symmetric part of the gradient of

displacement, here ε= ∂u/∂X ;
• T is the absolute temperature;

• α= (
α1 αN

)T is a set of N internal
dissipative variables.

Large strain, 3D, Thermo-visco-elastodynamics

z =
(
χ p Π T C−1

i

)
where
• χ is the configuration;
• p is the linear momentum;
• Π is the first Piola Kirchhoff stress tensor;
• T is the absolute temperature;
• C−1

i is the inverse of the inelastic
Cauchy-Green tensor.
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Annex – Large strain Thermo-visco-elastodynamics – Details on finite visco-elasticity
– multisymplectic Hamiltonian

Thermo-visco-elastodynamics: Sidoroff’s decomposition of the gradient of transformation (Lee 1969;
Sidoroff 1974; Govindjee and Reese 1997)

F = F e ·F i

The total energy and the entropy are defined in terms of the first Piola Kirchhoff stress tensor Π

L⋆(χ, p,Π,T,C−1
i ) = p · ∂χ

∂t
−Π : F − l

(
χ,
∂χ

∂t
,F ,T,C−1

i

)
, p = ∂l

∂
(
∂χ

∂t

) , Π=− ∂l

∂F

ρTs∗(T,Π,C−1
i ) =Π : F +ρTs(T,F ,C−1

i )
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Annex – Large strain Thermo-visco-elastodynamics – Expression de la DGBA bracket
structure

After “some” calculus, we obtain

dF

dt
=

∫ L

0

(∂F

∂χ
· ∂χ
∂t

+ ∂F

∂p
· ∂p

∂t
− ∂F

∂F
: Ḟ + ∂F

∂T

((∂T

∂t

)
rev

+
(∂T

∂t

)
irr

)
+ ∂F

∂C−1
i

:
∂C−1

i
∂t

)
={

F , Ê ∗
tot

}+ (
F ,S ∗)+

+
∫
∂ωX

∂F

∂p
· (Π ·N )d(∂ωX )−

∫
∂ωX

∂F

∂T
K

(
T

ρc

)2

· ∂

∂ X

(
∂S∗

∂T

)
·N d(∂ωX )

• boundary terms already present before appear through the calculus;
• use of the Lie derivative, or of time derivatives on Lagrangian quantities to derive the reversible

bracket;
• remark a derivative of f in terms of the gradient of transformations, which appears naturally within

the calculus, through transformations using

Π= F ·S

where S is the second Piola Kirchhoff stress tensor.
B. Georgette – LaMCoS INSA Lyon 59



Annex – Large strain Thermo-visco-elastodynamics – Details of the brackets

The reversible bracket is given by{
F , Ê ∗

tot
}= ∫ L

0

(
∂F

∂χ
· ∂Ê∗

tot
∂p

− ∂F

∂p
· ∂Ê∗

tot
∂χ

+∇X
∂F

∂p
:
∂Ê∗

tot
∂Π

S − ∂F

∂Π
: ∇X

∂Ê∗
tot

∂p
S+

− ∂Ê∗
tot

∂T

(∂S∗

∂T

)−1

∇X
∂F

∂p
:
∂S∗

∂Π
S + ∂F

∂T

(∂S∗

∂T

)−1 ∂S∗

∂Π
: ∇X

∂Ê∗
tot

∂p
S

)
dX

• The bracket is skew-symmetric if the second Piola-Kirchhoff stress tensor is symmetric S = ST

• Fulfills the Jacobi identity for functionals f satisfying
∂2F

∂χ∂p
= ∂2F

∂p∂χ
= 0

∂2F

∂χ∂Π
= ∂2F

∂Π∂χ
= 0

∂2F

∂p∂Π
= ∂2F

∂Π∂p
= 0

∂2F

∂T∂p
= ∂2F

∂p∂T
= 0

∂2F

∂T∂χ
= ∂2F

∂χ∂T
= 0

∂3F

∂X∂p∂p
= ∂

∂ X

( ∂2F

∂p∂p

)
= 0

consistent with the expression of the total energy of large strain thermo-elastodynamics

Êtot =
∫ L

0
Êtot dX =

∫ L

0

(1

2

1

ρ
p ·p +w∗(Π,T )−F ext ·χ

)
dX
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Annex – Large strain Thermo-visco-elastodynamics – Details of the brackets

The dissipative bracket is given by (Schiebl and Betsch 2021)

(
F ,S ∗)=∫ L

0

[
∂

∂ X

(
∂F

∂T

)
·K

(
T

ρc

)2

· ∂

∂ X

(
∂S∗

∂T

)
+ ∂F

∂T

4

(ρc)2

( ∂Ê∗
int

∂C−1
i

·C−1
i

)
: T N :

( ∂Ê∗
int

∂C−1
i

·C−1
i

)∂S∗

∂T
+

− ∂F

∂T

4

ρc

( ∂S∗

∂C−1
i

·C−1
i

)
: T N :

( ∂Ê∗
int

∂C−1
i

·C−1
i

)
− ∂S∗

∂T

4

ρc

( ∂Ê∗
int

∂C−1
i

·C−1
i

)
: T N :

( ∂F

∂C−1
i

·C−1
i

)
+

+4
1

ρ2

( ∂S∗

∂C−1
i

·C−1
i

)
: T N :

( ∂F

∂C−1
i

·C−1
i

)]
dX

The bracket is symmetric if the conduction operator K and the viscous operator N are both symmetric

KT = K NT = N (⇔ NABC D = NB ADC )

The bracket is positive if K , N and the temperature are positive

a ·K ·a ≥ 0 ∀a A : N : A ≥ 0 ∀A
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Annex – Large strain Thermo-visco-elastodynamics – Équations de conservation

The conservation of linear momentum can be obtained through

F =
∫ L

0
p dX ⇒ (· · · ) ⇒ ∂p

∂t
=−∂Ê∗

tot
∂χ

+DIVX Π

The conservation of angular momentum is already fullfilled through the skew-symmetry condition of
the reversible bracket

∀F ,G , {F ,G } =−{G ,F } ⇒ S = ST(⇔Π ·FT = F ·ΠT)

The premier principe de la thermodynamique reads

F = Ê ∗
tot =

∫ L

0

(
1

2

1

ρ
p ·p + Ê∗

int

)
dX ⇒ (· · · ) ⇒ ρ

∂Ê∗
int
∂t

= ∂F

∂t
:Π−DIVX Q

Finally, the second principle of thermodynamics is

F =S ∗ =
∫ L

0
s∗ dX ⇒ (· · · ) ⇒ ρ

∂s∗

∂t
+DIVX

(Q

T

)
≥ 0 ⇔− 1

T
Q · ∂T

∂ X
−ρ ∂w

∂C−1
i

:
∂C−1

i
∂t

≥ 0
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