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Partie A

Pour ce probléme, ’Hamiltonien est

1 1
L* (6, P py) =5 m (P + py) + Ek(\/ )

En appliquant le principe d’Hamilton

2

If
V6ql6q(5) =6q(t) =0Yop, 64" q,pl = 5[ (p-g-L"(q,p))de=0
li

on obtient les équations d’Hamilton

px=mx py=my
lo

)
; +kx(1——)=0 5+ k (1——
Px T prin|l- o

=0
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Princi iati L Equations de conservation
rincipe variationne Conservation de la quantité de mouvement

Définition d’un Hamiltonien —- - )
o , . Conservation du moment angulaire
Principe d’Hamilton dlaxp) _ o

dr

¢Discrétisation
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Partie A
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Principe variationnel

Equations de conservation

Principe d’Hamilton discret

Definition d’'un Hamiltonien —>| Conservation de la quantité de mouvement
Principe d’Hamilton Conservation du moment angulaire
Discrétisation¢ ¢Discrétisation
Principe variationnel discrétisé Equations de conservation discrétes
Définition d’un Hamiltonien discret —>| Conservation de la quantité de mouvement

Conservation du moment angulaire
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Partie A

Les intégrateurs géométriques sont une famille de schémas numériques capables de conserver, au sens
discret, les propriétés géométriques du probleme considéré (Hairer, Lubich, and Wanner 2006).

Sur quelle base construire un intégrateur géométrique pour la thermo-visco-élastodynamique ?
Dans ce cadre, comment étendre la différence centrée a la thermo-visco-élastodynamique ?

Autrement dit, quel intégrateur sur la température et sur les variables dissipatives internes est
compatible avec la différence centrée ?

Quels sont les principes de conservation discrets vérifiés par un tel intégrateur ?

B. Georgette - LaMCoS INSA Lyon 6



Structure géométrique faible

Equations de conservation
Conservation de la quantité de mouvement
Conservation du moment angulaire
Premier principe de la thermodynamique
Second principe de la thermodynamique

Discrétisation¢

Structure géométrique discrétisée

Equations de conservation discrétes
Conservation de la quantité de mouvement
Conservation du moment angulaire
Premier principe de la thermodynamique
Second principe de la thermodynamique
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Structure géométrique faible
DGBA bracket structure

dF .
ar {F,Eot) + (F, ) + boundary terms

Equations de conservation
Conservation de la quantité de mouvement
Premier principe de la thermodynamique
Second principe de la thermodynamique

Discrétisationiz

Structure géométrique discrétisée

Equations de conservation discrétes
Conservation de la quantité de mouvement
Premier principe de la thermodynamique
Second principe de la thermodynamique
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Partie B - Introduction par le crochet de Poisson
Soit F = F(q, p), avec (g, p) vérifiant les équations d’Hamilton

=% p==%7 T
oF 0 1 oL*
dF_aF_+aF.laFaL* OF oL* | dq 0q | _\pps
dt ~9q"7" op” " 8qop opoq |oF ool T
op op
On retrouve les équations d’Hamilton et la conservation de ’énergie totale
F= :'—aL* F=p=>p= oL” F—L*:dL*—O
—1797 5, “PEPE Ty - dr
Comment faire pour un systéme avec dissipation?
F=F(q,p,T) aF _oF . 9F s, T={FL*}+
-Hap ar aqT pP e T

B. Georgette - LaMCoS INSA Lyon



Partie B - Introduction a la DGBA bracket structure

est un crochet antisymétrique, représentant I’évolution réversible du systéeme

|

=1{ZF, ot} + (Z, ) + boundary terms

T

est un crochet positif, symétrique, représentant ’évolution dissipative du systéme.

dz
dr

On retrouve les équations de conservation pour différents choix de .

déot R
(Premier principe de la thermodynamique) . F = Stot = —— {éatot»gtot} (gtot,y) +boundary terms
dr

d&
(Second principe de la thermodynamique) = :>E -{, éatot} boundary terms =0 and (#, %) =0
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Partie B - Introduction a la DGBA bracket structure

est un crochet antisymétrique, représentant ’évolution réversible du systeme

d&

T3 =1{ZF, ot} + (Z, ) + boundary terms

T

est un crochet positif, symétrique, représentant ’évolution dissipative du systéme.

On retrouve les équations de conservation pour différents choix de &
déot R
(Premier principe de la thermodynamique) . F = &tot = —— {éatot,é’tot} (éatot,y) +boundary terms
dr |

d& R
(Second principe de la thermodynamique) % =.% :>E —{#, 6ot} —boundary terms = 0 and (#,.#) = 0

1. Sur quelle base construire un intégrateur géométrique pour la thermo-visco-élastodynamique ?
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Partie B - Choix du vecteur d’état - lois d’état

Le vecteur d’état pour ce probléme est

z=(u ¢ p 1)

ou
u est le déplacement;

€ est la partie symétrique du gradient du déplacement, ici e = du/dX;

p est la quantité de mouvement;
T est la température absolue.
Puis, on dérive par rapport au temps %

d# d [t OF 0u OF O¢
—=—f F(u,e,p,T)dXzf +— 4+ —
0

dr dtJo 6u 6[
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Partie B - Choix du vecteur d’état - lois d’état

Le vecteur d’état pour ce probléme est z =

(u e p T

La DGBA bracket structure est obtenue via les lois d’état

g_fL(a_Fa_u OF e oF
dt o \Ou 0t Oe Ot
Potentiels Eiot et S généraux
ou Oﬁtot
ar op
@zi(aﬁtot)
ot ax\ap
6_P__aEtot+i(aﬁtot_(aﬁtot)(a_s)_1§)
ot ou 0X\ oOe oT J\oT) oe

oT 0S\718S 8 (0Ei 0 ( 0T
TR (6T) 6£6X( ap )zﬁ( ﬁ)

OF op  OF OT

op ot | oT ot

Thermo-élastodynamique linéaire
ou 1

ot p?

Ot 1 6p

ot p 0X

dx

Ot

op 0
°P - = (A +2pe—K(T = Ty)

GT)

0 0 0
pca—];+kToaX(;p)= ﬁ(Kﬁ

K: conductivité; p: masse volumique; c: capacité thermique; Ejnt: énergie interne
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Partie B - Choix du vecteur d’état - lois d’état

Le vecteur d’état pour ce probléme est z =

dF
dr
Potentiels Eiot et S généraux
du  0Ft
ar op
6_€=i(01§tot)
a1 ox\ op

%z_%+i(%_(
ot ou 0X \ oe

|

0Fot

oT

(OF ou
ou 6t

|

as
oT

(u e p T
La DGBA bracket structure est obtenue via les lois d’état

;

OF o¢
e ot

N
o0e

)

OF 0
+— op +6—F dXx
ap ot | oT
Thermo-élastodynamique linéaire
ou 1
ot pp
Ot 1 6p
ot p 0X
op O
3" ax (A+2we - k(T - Ty))
oT 0 (1 0 oT
_ T = |K—
Ptk "ax(p’”) ax( ax)

K: conductivité; p: masse volumique; c: capacité thermique; Ejnt: énergie interne
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Partie B - Expression de la DGBA bracket structure

La DGBA bracket structure émerge des lois d’état

aF

i ={F, ot} + (F, F) +

. OF(OEtot_(05)_1650Etot)]L_[
op\ Oe oTr) o0e oT J|,
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Partie B - Expression de la DGBA bracket structure

Détail : crochet réversible

{g,tg"tot}ZfL(a_F%_a_Faﬁtc’t 6Fi(6Et0t) 0 (OF) OEtot+

du dp op ou aeox\ op | ox\op) de

+(6S)16_S(6Etoti(6F) aFi("Etot)))dX

oT) oe\ oT ox\op) oTox\ op
9\ o 0 1 0
ou a0
oL 11 0 ——rieht 0
_ L oe 0X
_j(; O_F -1 _GDleft 0 (0_8)_16_SOD|eft
op 0X 0T) o0e 0X
OF 4S\~1as a0
or 0 0 _(_) [ right 0
oT oT) 0de 0X
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Partie B - Expression de la DGBA bracket structure

Détail : crochet réversible

. L(OF 0Ewot OF 0Fwot OF 8 (0Fwt) 0 (OF) 0Ftot
{ﬂ,é"tot}:f —— +—— -—|= +
ou 0p Op Ou 0egdX\ dp 0X \0p) o¢

+(6S)16_S(0Etoti(6F) aFi("Etot)))dX

oT) oe\ oT ox\op) oTox\ op
OF\[ o 0 1 0
ou a0
oL 11 0 ——rieht 0
_ L oe 0X
_](; 0_F -1 _aDleft 0 (0_8)_16_SGD|eft
op 0X 0T) o0e 0X
oF 4S\~1as a0
or 0 0 _(_) [ right 0
oT oT) 0de 0X
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Partie B - Expression de la DGBA bracket structure

Détail : crochet réversible

. L(OF 0Bt OF 0Etot OF 0 (0Fiot) 0 (OF) 0Fiot
{ﬂ,é"tot}:f —_— - +——— -— = +
0u 0p Op Ou 00X\ dp 0X \0p) o¢

+(08)16_S(0Etoti(6F) aFi("Etot)))dX

oT) oe\ oT ox\op) oTox\ op
9\ o 0 1 0
ou o0
OF 11 0 et 0
_ L oe 0X
_fo OF || . 00t 0 (0_3)_16_50|:'left
op 0X 0T) o0e 0X
oF 8S\ 1as 00
or 0 0 _(_) [ right 0
oT T) 0e 0X
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Partie B - Expression de la DGBA bracket structure

Détail : crochet réversible

N L(OF 0Bt OF 0Etot OF 0 (0Fiot) 0 (OF) 0Ftot
{ﬂ,é"tot}:f —_— - +—— -—|= +
0u Op Op Ou 0edX\ dp 0X \0p) o¢

+(@$)10_5(aétoti(ap) api(aﬁtot)))dx

aT) oe\ aT 6x\op) oTox\ op
9\ o 0 1 0
ou a0
oL 11 0 ——rieht 0
_(E| oe 0X
_fo OF I _y  _0DCeeft 0 (ﬁ)_la_saﬂleft
ap 0X T) 0e 0X
OF 0S\~1as o0
o 0 0 _(_) [ right 0
oT oT) de 0X
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Partie B - Expression de la DGBA bracket structure
Détail : crochet dissipatif
L(a (0F T\*> d (0S
==, (ax (a7 ¥5e) ax (57))ox

aFOOO 0
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Partie B - Expression de la DGBA bracket structure
Détail : crochet dissipatif
=[x (57 ) o 57))ax
77 o \ax \aT ) \pc) ax\arT

aFOOO 0
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Partie B - Retrouver les équations de conservation par la structure

La conservation de la quantité de mouvement est obtenue via

op _ 0Lt

T Pu +div(o)

L
ﬁfzf pdX=(.)=
0

Le premier principe de la thermodynamique est obtenu par

ot 6t 00X

OFn: _9c _0q

F=& —fL(ll +E (£T))dX:( )=
= Gtot = A ZPPP int (€,

Enfin, le second principe de la thermodynamique s’obtient comme:

L
9:9}:[ SdX, = (..)= a—S+i(ﬁ)zo©l( ! 6T)
0

ar  oX\T T\ T76x

T 0X

o: tenseur des contraintes 1D; ¢: flux de chaleur.
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Structure géométrique faible
DGBA bracket structure

Equations de conservation
Conservation de la quantité de mouvement

dF .
&7 (F, ot} + (F,.) + boundary terms Premier principe dela thermodynam.lque
dr Second principe de la thermodynamique
Discrétisationiz
Equations de conservation discrétes
Structure géométrique discrétisée | | Conservation de la quantité de mouvement

Premier principe de la thermodynamique
Second principe de la thermodynamique
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Structure géométrique faible
DGBA bracket structure

rri (F, ot} + (F,.%) + boundary terms

Equations de conservation
Conservation de la quantité de mouvement
Premier principe de la thermodynamique
Second principe de la thermodynamique

Discrétisation*

Structure géométrique discrétisée

Equations de conservation discrétes
Conservation de la quantité de mouvement
Premier principe de la thermodynamique
Second principe de la thermodynamique
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Partie B - Méthodologie de discrétisation

DGBA bracket structure
42 —{F, bt} + (F 5”)+boundaryterms
(% ot} = Ji (5"5—;“—2—565{?+%§a§<(a§§t)—%(3—5]%+(3—?) % (%r e (%5)- %%
(7.9)= i (& (K (L) (%) ax
soundarytems - | (28— (352280 -9 ()" 5]

1. Choix d’un schéma d’intégration temporelle
2. Discrétisation spatiale par éléments finis

v

DGBA bracket structure discrete
oF n+1 T
$(<—d>n ) [zi] ! = {Fg, EX} + (Fg,Sq) + boundary terms

6Zk
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Partie B - Méthodologie de discrétisation

Choix d’un schéma d’intégration temporelle
On intégre la structure sur tout l'intervalle temporel [1y, £y]

N=1 rtpi1 (doF
Z[ (d -{Z, &tot} (F,%)—boundary terms|dr=0
n=0

On choisit une approximation de lintégrale, choix basé sur le calcul variationnel discret (Marsden

etal., 1994)

In+1
f f Gu,p,e, T)dX = f (G(un, €n, Pr+1/2, Tns1/2) + GUns1, €ns1, Prs1rz, Tnr12)) dX

Cette méthode étend la différence centrée a la thermo-élastodynamique couplée.

2. Dans ce cadre, comment étendre la différence centrée a la thermo-élastodynamique couplée ?
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Partie B - Méthodologie de discrétisation

Choix d’un schéma d’intégration temporelle
Le couplage thermo-mécanique couple le choix d’intégration de I’équation d’évolution de la

température avec le choix d’intégration de 'équation d’évolution de la quantité de mouvement via
la différence centrée.

dff_[ (0F0u OF O¢ 6F6p 6F6T)
0

dr oudr " 9edr apor  aT ot
0 0 1 0
oFlou\| 0 % 0 OEAtot/au
{grétot} :fL oFloe 00 et 84S\ " 8S 00 eft aFtOt/ag dx
o [OF/op|[-1 =% 0 (ﬁ) o ox || 9Ewot/op
0F/0T 0 0 _(6_? —1%% 0 aEtot/aT
oFiou\(® 0 0 0 aS/0u
P fL OF /3¢ 8 8 (0) g osloe |
! o |0F/dp 0S/0p
orrar)|o o o Deng( 1) Lre || o507
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Partie B - Méthodologie de discrétisation

Choix d’un schéma d’intégration temporelle

Le couplage thermo-mécanique couple le choix d’intégration de ’équation d’évolution de la

température avec le choix d’intégration de 'équation d’évolution de la quantité de mouvement via

la différence centrée.

dr Jo \ouor
0F/0u
0F/0¢e

. L
{grgtot}:fo aF/ap
0F/0T

0F/0u

7 y)_fL 0F/0¢
! - 0 6F/0p

O0F/0T
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dF [L(OF ou
=] [——=+
0

0
0

(=) S o o

OF O¢
Oe Ot

(=) S o o

6F6l+0F6T)

op or AT ot
0 1
000ight
0 X
000 e as
- a)?t 0 ( T)
0 (a_s -1 aS 6Dr|ght
T 0e 0X
0 0 0S/ou
(0) g 0S/0e
5 200 0S/op
Oieft T right
0o Zetk( L) S Nosior

155 00eq
0e 0X

dXx




Partie B - Méthodologie de discrétisation

Choix d’un schéma d’intégration temporelle

Le couplage thermo-mécanique couple le choix d’intégration de ’équation d’évolution de la

température avec le choix d’intégration de 'équation d’évolution de la quantité de mouvement via

la différence centrée.

dF _fL(0F0u+0F0£+6F6p+0ial)
dr " Jo \du dr ode ot opor 9T ot
0 0 1
1A I
{F,brot} = f 3 c 00 et
0 F/6p -1 “ToX 0
0F/0T -1 o0l
S 08 9 right
0 0 _( T) 00X
oFiou\(0 0 0 0
7,0 | 0810 8 g (0) 8
& "fo OF/0p ; o
Ollef T right
aF/eT)\0 0 o etk L] 0
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Partie B - Méthodologie de discrétisation

Choix d’un schéma d’intégration temporelle

Le couplage thermo-mécanique couple le choix d’intégration de ’équation d’évolution de la
température avec le choix d’intégration de 'équation d’évolution de la quantité de mouvement via
la différence centrée.

d?_fL(OFau OF 0¢ O0F dp aFal)d
0

— = ——+ + +—
dr Ou 0t 0e 0t Jdp ot OT ot
0 0 1 0 )
0F/0u 0 0 aE‘right 0 aEtot/au
0X A
{Z,é ot} f b|orree o0 Lo ar, || OFt/% | 4x
»Ototf = lef 0S| " 98 9Ues A
¢ o |0F/0p|[-1 -%" 0 (ﬁ) oc ax || 0Ewot/op
OFIdT -1 56 000 dEt/0T
S S right tot
I 0 °
oF/ou\(® 0 O 0 dS/0u
o [ 0FrRe |0 00 . 0s/oe |
& )‘fo OFI1dp 2an . |[95100
oraT)|0 o o Zeti(L) e asiar

B. Georgette - LaMCoS INSA Lyon 19



Partie B - Méthodologie de discrétisation

Choix d’un schéma d’intégration temporelle

Discrétisation spatiale par éléments finis
On applique la méthode des éléments finis, sur chacun des champs.

u(X, ty) = Y NEX)ul p(X, ta) = Y N5 (X)p4 T(X,ty) =Y NL(X)TE
a a a
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Partie B - Méthodologie de discrétisation

DGBA bracket structure discréte

1 N
A (<ﬁ>z+ ) (2] = {Fq, EP'} + (Fq,Sq) + boundary terms

0z k

Probléme particulier
Fext

NN <+
To ::I -~
- e

g
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Partie B - Méthodologie de discrétisation

DGBA bracket structure discréte

nT .
Alt (<g§l‘: >n+ ) (zi) ! = {Fq, Eg’t} + (F4,Sq) + boundary terms
n

Probléme particulier
FCX[
T -«
0 N <—e .
o X
q
x10*
1.5
Z10
1
0.5
0.0
0 2L/v ALJv 6L/v 8L/v

10 L/v
Time [s]
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Partie B - Méthodologie de discrétisation

DGBA bracket structure discréte

nT .
Alt (<%>n+ ) (zi) ! = {Fq, Eg’t} + (F4,Sq) + boundary terms
n

Probléme particulier

Fext
T N -
0 < .
‘/LX
x107
15
710
B
=
0.5
0.0
0 2L/v 4LJv 6L/v 8L/v 10L/v

Time [s]
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Partie B - Méthodologie de discrétisation

(¢

oF4

0z k

DGBA bracket structure discréte

1 .
>Z+ ) (2] = {Fq, EP'} + (Fq,Sq) + boundary terms

Probléme particulier
Fext
To - =

qex

v

Schéma d’intégration espace-temps
Un+1 — ...,pn+3/2 ="':Tn+1 =y
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Partie B - Schéma d’intégration

Tup =Tu, +AtM'p o
Ip,isio =1Ipyi12+ At(Fiﬁl — (Hupy1 = L(T ‘To)))

Tl’l+1 +Tl’l ext

T -
=-ToL p 1pn+l/2_I(—_qn+1/2

Tn+1 - Tn
pCI— 5

At

3. Autrement dit, quel intégrateur sur la température et les variables dissipatives est compatible
avec la différence centrée ?
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Partie B - Schéma d’intégration

x10°%

©

Tupiy=Tug +AtM 'pyyiy o
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Ipyi3/2 :IPn+1/2+Af(F§)§f1 —(Hup41 = L(Tp4 —To))) f e ELAR B
572 W W W
-4
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E 0.2
The1+Th

Tna1-Tn T -1 g
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pel————==ToL p" Pp12-K—— LTSI
&
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Partie B - Principes de la thermodynamique

Pour obtenir les principes de la thermodynamique, on utilise directement I'expression de la DGBA
bracket structure discrétisée.

T

1 oF4 i n+l1 tot
37\ 320 (zi]) {Fd,E }+ (Fq,Sq) + boundary terms

st 1|/ 9EG " 1_ gt t_o toty , (ftot
Fa=Ef' = — (2]t = {EXY ERY +(EXY, Sq) + boundary terms
n

atot 1 (/0Sq\""! T n+l Aot
Fa=5S"=—|(=— [zi]); ™' — {Sq,E"'} —boundary terms = 0 & (Sg,Sq) = 0

n
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Partie B - Premier principe de la thermodynamique

n+1

1
pkM Pr+ 5y THu +T] L up + E—TTIT,C

T
_ ext\ " t! n+1_£ T\"+! n+1__
- ((Fe)") -3 (TT) ) RT0s - T
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Partie B - Premier principe de la thermodynamique
n+1

1 1 1pc
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Partie B - Premier principe de la thermodynamique
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Partie B - Premier principe de la thermodynamique

Energy [J]
o

1 1 TT p T n+1 Atz 1 T n+l1
[ pkM_ Prt+ = ukHuk+T L uk+——T ITk] —— | s U, Miig
2 2 T, 4 |2 n
T
n+1 At
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x10~!
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Partie B - Premier principe de la thermodynamique

1 1 1 pc
[—p;'C_M_lpk + —u;IC-Huk+T;,rLTu,C + —p—T;CrITk]
2 2 2Ty

At

T
_ ext\ "1 n+l_ T\"*! n+l_ At ext
_(<Fk >Vl ) [uk]n F0<Tk >n K<Tk>n ?O(q

n+1

n

n+1/2)T <Tk>z+1
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Partie B - Second principe de la thermodynamique

TILT [u P +pe T IT R + AtTqu:)ifl/z =0

x10~12

Second principle [J]

0 2L/v 4L/v 6L/v 8L/v 10L/v
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Partie A
Introduction aux
intégrateurs géométriques

Partie B
Thermo-élastodynamique
couplée
Petites transformations, 1D

z=(u € p T

E
‘—’fjﬂ[jﬂ[j[ﬁ—a—‘
! £e £th

Partie C
Thermo-visco-
élastodynamique couplée

Petites transformations, 1D

z=(u € p T ean)




Partie C - Choix du vecteur d’état

Le vecteur d’état pour ce probléme est

o
u est le déplacement;
€ est la partie symétrique du gradient du déplacement, ici e = du/dX;
p est la quantité de mouvement;
T est la température absolue;
€an est la partie anélastique (visqueuse) du gradient du déplacement.
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Partie C - lois d’état

La DGBA bracket structure est obtenue via les lois d’état

97 [0, R o OF0E OROT(OF |0ten)
dt ~Jo \Gu ot op ot e dr OT ot \dean) Ot
ou _ 0B ou_1
ot~ ap or ot
9 _ 2 (2br) 9c _10p
ot 0X\ ap ot poX
6p aEtot 0 (6Etot (E)Etot )( 0S )_1 08) ap 0
== +— - — = -2 =~ ((Eoo + Ean)€ — Ean€an — k(T = T,
ot ou  ox\ oe oT )\oT) oe ot~ ax (oo T Ean)e ~ Eantan k(T ~ 10))
oT 0S\710S 0 (0Ft a (p
—_ - =__ 4+ Thk—I[L&
pcar+pc(aT) agax( ap ) pee T 1o ax( )
0 ( 0T\ 0(pEiny) O¢an 0 ( 0T 4
—ﬁ( ﬁ)—m? —a(Kﬁ)*‘PEan(g_Ean)[Eanv (5_5an)]
0€an T _,0Ej 0S _, 0S 0can . 1
S /A L ) VA = -
ot pc 0€an 6T+ 0€an ot V" Ean(e ~€an)

B. Georgette - LaMCoS INSA Lyon

26



Partie C - Expression de la DGBA bracket structure

L'expression de la DGBA bracket structure est

dg
—{g gtot} +(F, L)+

~ 6FK(T) d (05)]L+
0T \pc)ox\aT)|,

{g étOt}:fL(a_FOEtot_G_FGEtot+6F 0 (6Et0t) 0 (aF) 6Et0t+
ou d0p Op Ou 0e0X\ dp 0X 0p) O¢
+(68) IGS(OEtot 0 (ap) OF 0 (6Etot)))dx
0T) 0e\ 0T 0X \dp T 0X op

oF (aﬁmt _(08)‘105 aé"tot) '
op \ O¢ oT 0e 0T

avec

(g,y):fL(i(a_F)K(l)zi(as) 0F T 6E.ntv_10Emt§+
0

0x\oT pc) X \oT 6T(,oc)2 0€an O0ean OT
OF T Ok -y S _ T OF  _0Ew0S _ OF _, 0S

T pc O0€an agan pc 0€an 0ean OT 0€an 0€an
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Partie C - Expression de la DGBA bracket structure

LoF
(3’,5’)=f a—-M(:ﬂ)-a—SdX
0 0z 0z

0 0 O 0 0
0 0 O 0 0
0 0 O 0 0
- o0 T \200; 1 (0Fw\ . 0F T (0Fin )"
avec M@=, o o leftK(_) right ( mt) -1 9Eint _7( mt) vl
0X oc 0X  (po)? \ dean 0€an pc \ dean
T OF;
00 0 -y TV
pc 0€an
OF

.
6_=(ap/au 0FIde OFIdp OF/OT 0F/6£an)
<
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Partie C - Méthodologie de discrétisation

Choix d’un schéma d’intégration temporelle
On intégre la structure sur tout l'intervalle temporel [1y, £y]

N-1 tn+1 dg A
Z[ (——{g,g’tot}—(37,9)—boundaryterms de=0
n=091n dt

On choisit une approximation de lintégrale, choix basé sur le calcul variationnel discret (Marsden
etal., 1994)

In+1 L
f f G(ur p)gy T,Ean) dX
In 0

LAt
:jov 7 (G(un)en: Pn+1/2, T}’l+l/2) (Ean)rz+1/2) + G(un+lr5n+l)pn+l/2r Tn+1/2) (Ean);H]/z)) dx
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Partie C - Schéma d’intégration

eyt = I, + AtM P'p, )
Ipppn+3/2 = Ipppnﬂlz + At (Fsﬁl ((Eoo + Ean)Ieps1—EanIP “" (€an) 01 — L r (T — TO)))
T,1-T 1 To
TT ' n+l n ext T T'T +l
I AL ‘+ﬁqn+1/2_(_ﬁL Pp" Pn+1/2+p—K (T

E3,V7lz E2Vlz,.
4 Zan ITL& <ek>n+1 <ek>n+1 an |Tééan <ek>; <(ean)k>”+1

E2 -1z 2 -1~

E;\V
; ITLanL <(ean)k>n+1 (er >n+1 - |T£anLan <(ean)k>n+1 <(ean)k>n+1)

. 1
I (@) 4 = IF%an (ean) , + AtEan V™ (Iga”g(e YL [eanfan ((@an) ) )

3. Autrement dit, quel intégrateur sur la température et les variables dissipatives est compatible
avec la différence centrée ?
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Partie C - Premier principe de la thermodynamique discret

1 1 c1
[—p—{M_l"”ppk+ el (Eoo+ Ean) e+ TY L0 + EX_TT 17T T,
2 2 To 2
T
n+1 At
= (<F?€Xt> ) [uk]z+l - _(qsﬁl/z)—r <Tk>z+1 -
n TO

n+l o ) n+1
+((ean)) " Eand“lexl + (el ) " Eand*™"[(ean)e];,

< k) n+1
To

_TT{;‘Ean <ek>’

—Arv—lEsn(I” €)™ ()L + IFanean ((ean) ) ((ean)i )

—I (e ((ean)i)
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At n+1 1l
T

1 (1 e
" E(ean)zEanIbanban (€an)k

11+1
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Partie C - Premier principe de la thermodynamique

x10~11

First principle [J]
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Partie C - Second principe de la thermodynamique - Inégalité de Clausius-Duhem

V*lEgn IEE <Ek>2+1 <ek>g+l +IEanEan <(ean)k>z+l <(ean)k>z+l n
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Partie A
Introduction aux
intégrateurs géométriques

Partie B
Thermo-élastodynamique
couplée

Petites transformations, 1D

z=(u ¢ p T

Partie C
Thermo-visco-
élastodynamique couplée

Petites transformations, 1D

z=(u € p T éan)




Conclusion

Sur quelle base construire un intégrateur géométrique pour la thermo-visco-élastodynamique ?
Dans ce cadre, comment étendre la différence centrée a la thermo-visco-élastodynamique ?

Autrement dit, quel intégrateur sur la température et sur les variables dissipatives internes est
compatible avec la différence centrée ?

Quels sont les principes de conservation discrets vérifiés par un tel intégrateur ?
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Conclusion

Sur quelle base construire un intégrateur géométrique pour la thermo-visco-élastodynamique ?

est un crochet antisymétrique, représentant ’évolution réversible du systéme

(L_% =1{ZF, ot} +(F, <) + boundary terms

est un crochet positif, symétrique, représentant ’évolution dissipative du systéme.
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Conclusion

Dans ce cadre, comment étendre la différence centrée a la thermo-élastodynamique couplée ?

On intégre la structure sur tout l'intervalle temporel 1, ty]

N-1 prtp dZ N
Z[ (——{gr,gtot}—(3«“,5’)—boundaryterms dt=0
=t dt

On choisit une approximation de l'intégrale, choix basé sur le calcul variationnel discret (Marsden
etal., 1994)

th+1 L
f f G(u;p;f:; T»Ean)dx
ty 0

L
= f ? (G(un,f!m Pn+1/2> Tn+1/2, (€an) ne1/2) + G(Un+1,€n+1, Pr+1r2, Tntir2, (fan)n+1/2)) dXx
0
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Conclusion

Autrement dit, quel intégrateur sur la température et sur les variables dissipatives internes est
compatible avec la différence centrée ?

€€ €€ ~lep'
I, = I¥e + AtM P ppiy)n

IPPpy g = 1PPpyyy n + AL (Fn)i:l ((Eoo + Ean)Ie, 1 — EanI” “" (€an) 1 — L g (Tre1— TO)))
T —-T 1 Ty 1
ITTM_F_ ext _(__LTP +_KTT T n+1
AL pcqn+1/2 pe 0 P12 oc (Tidy
Ez V_1~T££ n+1 n+1 Egn V_lngg n+1 n+l
=T (e (e - 1T (e ((ean)i )y +
B,V 7'z 1 EZ,V7'z .
_%lT«Sant:((ean)k)ZJr (ek>z+l + anC |T€an€an <(ean)k> <(ean)k>n+ )

JEan€an (€an) a1 = JEan€an (ean)n+AtEan —1 (Isane (ex >n+1 JEan€an <(ean)k>n+1)
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Conclusion
Quels sont les principes de conservation discrets vérifiés par un tel intégrateur ?

Premier principe de la thermodynamique
n+l  Af2
] T4

n+1

1.
p TTITTT it M’f’pu,C

1
~pl M LPPp; 4~ e T (Boo + Ean) e + T) LT6ep + =
5 Pk © I3 k

n

T

B tn+1 n+l1 At t +1 T n+1 T’T’ +1

=[(F2)") toedit - T T <Tk> T

n+1
+

1
5 (ean)IEanleansan (€an)k

n+l n+1
+<(ean);Cr>n Eanlgang[ek]z+1+<e-]|c—>n EanI®2" [(ean k]n+1
n

n+1 ~
< k> V_lEg ( [Tee (e >n+1<e n+l+’|‘Tgangan <(ean)k>z+1<(ean)k ZHJr

+

—TTeean (o) ((ean) ) — 1760 ((ean)i )™ (e )"
—AtV™ lEgn(Iee <ek>n+l <ek>n+1 + [fan€an <(ean)k>n <(ean)k>n+1

- 150 (e ) ((ean) ) - Iea”£<(ean)k>:+l<ek>z+l)
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Conclusion

Quels sont les principes de conservation discrets vérifiés par un tel intégrateur ?

Second principe de la thermodynamique

— 1 1
v lEaZn €€ <ek>Z+1 <ek>z+1 4 JEan€an <(ean)k>z+ <(ean)k>z+ +

- e (e - I (e e | 20
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Conclusion

Lensemble des résultats continus est publié dans
Georgette, B., Dureisseix, D. and Gravouil, A. (2026) “The Double Generator Boundary Aug-
mented bracket structure: a structure-preserving space-time integration framework for coupled
thermo-visco-elastodynamics’, Comptes Rendus. Mécanique, 354(G1), pp. 333-364. Available at:
https://doi.org/10.5802/crmeca.357.

— Extension a la thermo-visco-élastodynamique en petites transformations et en grandes
transformations dans le cadre multisymplectique

https://benjamin-georgette.vercel.app/
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dn+1=(qn+

a symplectic Euler scheme

dn+1—qn _
At
Pn+1 —Pn _

At

*

E (Gn+arPrn+ra-a))

oL*

W(Qnﬂppnﬂl—m)

Implicit symplectic Euler

dn+1—qn _ oL*

—At = ap (gn, Pn+1)
Pnt1—Pn _ oL*
—At = 3q (gn, Pn+1)

Explicit symplectic Euler

At - pn)
Pn+1 = Pn _ oL*
At = aq (Gn+1,Pn)
Central difference

At

Pn+3/12 = Pn+1/2 = —~

2

|

qn+1—qn _

*
> (%(Qn+l;pn+l/2)+

aL*
dq

*

(gn+1> Pnv1s2) +

*

0q

E(qml)nﬂ/z))

(Gn+1, pn+3/2))

DISCRETE VARIATIONAL CALCULUS
ON THE HAMILTON PRINCIPLE

DISCRETISATION OF
THE HAMILTON EQUATIONS

DISCRETE VARIATIONAL CALCULUS
ON THE POISSON BRACKET

tn+1/2,tn+1]

T
& d(q\ (0 1\[dL*/dq dF ([0F1dq\ (0 1\[0L*/dq dF
A*1q, :f 1= L*(q, p))dt _()z( ) dF _ arF _ oo
ap1= | (ap=Lap) delp) " -1 oflar*/ap ar ~lorrop) \-1 o)\arriap] O @ =1BLY
OF (. =_ l
Define a discrete Choose a scheme that oz (z —JvL
Hamiltonian preserves the structure N=1 o1 OF d t”“ L*
£=JVL* )3 57741= Z
= n=0"1n In
\ ¢Choose the appropriate
A interpolation
N-1 ~
*_ dn+1—qn Cx Zn+1— Zn —Jvr* P 6_an+1 —Zn .
Ay = rlX::O(—At Pn+12 Ld(q,p)) A7 (2n+a»2n) o = AR
OF _
%(qn-#arpnﬂl—a)) qn%tqn
* aF( ) Pn+1—Pn
qdn+1 = qn+At_(Qn+ompn+(l—a)) 0_ dn+ar Pn+(1-a) At
1- p
— Lg = Pn+(1-a) 5/n+At A _Lg(qnﬂx,pnﬂlfa)) - — ©*:(qn, pn)— gf* 1 * ]
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F -1 0JfoL*
%(qn+a)pn+(l—a)) %(Qnﬁ-mpnﬂl—m)
> Lg=0 > @a=0 5 Fgc—o
ngl < o=l <« Fg_l <
At _ _ _ - ft"*l At teltn tn1z] | At re|
> ,=— L(X—O +La—1 ) < > (q)lx—o +q)a—1 \J <« F{p, dt_ _F , nln+1/2 - F , _
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Annex - Partie B - Review of discrete bracket formulations

Energy
Momentum
Entropy

Ignacio Romero. ‘Algorithms for Coupled
Problems That Preserve Symmetries and the
Laws of Thermodynamics’. Computer Methods
in Applied Mechanics and Engineering 199, no.
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Metriplectic
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Annex - Comment étendre le schéma de la différence centrée a la physique
dissipative?

On obtient le schéma de la différence centrée par lapproximation suivante

In+1 At
f F(q,p)dt = 7 (F(QIMP/H—I/Z) +F(6/n+1,l?n+1/2))

n

sur

ftm(ﬁ'*% __(afal* afal*))dtzo

69" ap” \aq'ap ~apaq

Comment faire dans le cas de la physique dissipative, i.e. sur

IN (dZF ~
f (E—{ﬂ,gtot}—(g,y)—boundaryterms)dt:O
to
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Annex - Comment étendre le schéma de la différence centrée a la physique
dissipative?

Variables internes a.
On commence d’abord par tester un intégrateur qui calque la différence centrée.

In+1 At
f Fla)dt = —
tn 2 7=0
Ce choix meéne a 'expression suivante dans le premier principe de la thermodynamique

N-1 L
At 1 Ty-1 Ty-1
- Z (an+1 + an) E E(ap+1+ap)+(aps — an) E E(anp+1— an))

At
= 7(F(an)+F(an+l))

Flansy)

t€ltn, tns1/2] teltp+1/2,tn+1]
+ F(@ns)|_
=1

On propose alors une généralisation
In+1 At
f Fla)dt = > (F(llnﬂ?) +F(an+(1—7)))-
tn

ce qui meéne a expression suivante dans le premier principe de la thermodynamique

N- lAt
-y 5 ((an+1+an) E'V'E(@p+@n)+ (=27 @1 - @) BTV E (@ - @,))dX
=0
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Annex - Comment étendre le schéma de la différence centrée a la physique
dissipative?

Cas thermo-visco-élastodynamique a = £,, On applique directement ¥ = 1/2
Int1 At
f F(ean)dt = 7 (F((fan)nﬂ?) + F((Ean)n+(1—)'/))) =AtF((ean)n+1/2)-
th
On impose au sens fort

(€e)n+1/2 = En+1/2 — (€an) pr1/2-

D’ou la notation

ler QF OF
f dr = At
t,  Ofan 0€an ) n+1/2

B. Georgette - LaMCoS INSA Lyon
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Annex - Comment étendre le schéma de la différence centrée a la physique
dissipative?

Température T
On commence d’abord par un intégrateur qui calque le schéma de la différence centrée.

IVZ_I In+1
n=0Y1n

N1 At

F(u,p,T)dt= ) ?(F(un,gn»anrl/ZyTn)+F(un+1»5n+lvpn+1/2’Tn+1))~
n=0

Ce choix meéne a l’expression suivante dans le premier principe de la thermodynamique

X ' ox

axX ' ox

o 2 Tp 0X  0X 0X  0X

B. Georgette - LaMCoS INSA Lyon
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Annex - Comment étendre le schéma de la différence centrée a la physique

dissipative?

Température T
On propose alors une généralisation

In+1
f F(T)dt =
In

N | =

(F(Tup) + £ (

T

n

+(1—ﬁ)))-

S’ily a le terme de couplage thermo-mécanique dans le crochet réversible,

0 0
0F/ou 0 0
fL 0F/0¢
o |0F/dp . _aDleft
oF/oT 0X
0 0 —(

B. Georgette - LaMCoS INSA Lyon
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oT

1

ODright

0X

0

)71 as 00right

Oe

0X

|

oS
oT

|

0

~10S 004t
e 0X

0

0ot/ 0u

0Fot/0¢
tot dx

aé'tot/ap
0ot /0T
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Annex - Comment étendre le schéma de la différence centrée a la physique
dissipative?

Température T
On propose alors une généralisation

fttl F(1)dt = (F(T, 5]+ F(Tpu0-p))-

N | =

S’ily a le terme de couplage thermo-mécanique dans le crochet réversible, alorson aune
approximation du type

te[ty,tp41/2]
+

In+1 N-1A¢ (1
]I; F(u,e, p, T)dt = nZ,O 7 (E (F(Ltn,En, Pn+1/2, Tn+ﬁ) +F(unv£m Pn+1/2, Tn+(1,ﬁ~])

teltp+1/2,tn+1] )

1
+ E (F(ul’l+1!€n+1! Pn+1/2, Tn+5) + F(Un+1,€n+1, Pn+1/2, Tn+(1_5)))
quiimpose

0<p<1/2 et 1/2<B<1=|B=1/2
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Annex - Comment étendre le schéma de la différence centrée a la physique
dissipative?

Température T
On propose alors une généralisation

tn+1
f F(T)dt =
In

N | —

(F(Tn+ﬁ)+F(Tn+(1—BJ))'

S’ily a le terme de couplage thermo-mécanique dans le crochet réversible, alors f=1/2

Enfin, s”il n’y a pas de couplage thermo-mécanique, alors on a, dans l'expression du premier
principe

N=1 rLAf] 1((0T, 0Tp1) = (0T, 0Tps1 )\
Zf ——ﬁK—(( n+_n+1) +(1_2ﬁ)2( n n+1) )dX
=do 20T 2\l6x 0 ax 0X  0X

ce quiaménea

p=1/2]
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Annex - Partie B - Simulation parameters

Material parameters : Steel
Young modulus : E =210GPa
Density : p = 7800kg.m™3
Thermal linear dilatation coefficient: @ = 11 x 1075K~!
Poisson coefficient : 0.3
Heat capacity : ¢ = 420].kg }.K!
Thermal conductivity : K = 55W.m~!.K~!
length: L=25cm
Cross section : S = (L/10)% = 6.25 x 10~%m?
Simulation parameters
External force F = o x S with g = 300MPa
External heat flux g = (10*)/(S)W = 1.6 x 10"W/m?
Number of elements N =100
Time step At =0.8Ax #;u =3.32x1077s

Time for the elastic wave to travel the rod Tejastic wave = 4.15 x 10™°s.

B. Georgette - LaMCoS INSA Lyon
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Annex - Partie C - Stability analysis of the scheme

The stability of the scheme is assessed using the spectral stability criterion. The amplification matrix is
given by

Up+1 up
Pn+si2 | = AAL Ax; A, 1, 0,6, k, K)| Pn+1/2
Tn+1 Tn

with A(At,Ax;A, 1, p, ¢, k,K)

s 0 0 - U AtM-Lpp 0
AtHYY PP ~AtLP'T 0 vp 0
0 o 7y 1AL o ATy rp 1AL g
2 pc pc p 2pc
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Annex - Partie C - Stability analysis of the scheme
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Annex - Small strain generalised standard material - Choice of the state vector

The state vector for the problem is chosen as
z=(u ¢ p 1)

where
uis the displacement;
€ is the symmetric part of the gradient of displacement, here e =0u/dX;
p is the linear momentum;
T is the absolute temperature;

a=(ay------ aN)T is a set of N internal dissipative variables.
Next, we take the time derivative of a functional & dependent of the state vector
d_gr_f OF ou OF 0e OF 0p 6F6T+(0_F)T6_a 4
dt Jo \ouor deor apat "o or \oa) ot

B. Georgette - LaMCoS INSA Lyon
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Annex - Small strain generalised standard material - State laws

The DGBA bracket structure is obtained from the state laws

dF fL(aFGu 0Fdp OFde OF 0T (aF)Taa)
——t——t——+—=—+|=—| —
0

- = +
dr ouodt O0pot oOeot 0T at \da) Ot
ou aﬁtot
or op

a_P:_GEtot+i(6Etot (aEtot)(as) 15_5)
ot ou 0X\ Oe oT J\OoT) oOe
@_Ezi(aﬁtot)
a1 ox\ap

Pear TPaT) seax\ap )T ax\"ax da
da T _,0E. 0S aS
T Ly1ZEnt Y 122
ot ¢ da oT a

oT (65)‘168 3 (aétot): 0 (KOT) (a(péint))Ta_a
ot

First Legendre transformation
Conservation of linear momentum
Compatibility equation

Gibbs law

Internal dissipative laws

K: material’s conductivity; p: density; c: specific thermal capacity; Ejn¢: internal energy

B. Georgette - LaMCoS INSA Lyon
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Annex - Small strain generalised standard material - DGBA bracket structure
expression

The expression of the DGBA bracket structure is
d 1 6FKT2 0 (as
owy 0OT ¢ 0X \OT

f 6_F(65tot_(§)_10_351§tot
dwy Op \ O¢ oT 0e 0T

F
—{9 ot} + (F, L) - f )d(dwx)+

+f OF (a_u 3 aEtot
4]

or d@
oy 06 |07 ap) (Owx) +

)d(awx)

where

Ly(oF aEtot OF aﬁtot OF 0 (OEtot) 0 (OF) aEtot N

F by = [ (2L 9Lt _ OF OBkt OF
17 Gtot} o(au op  9p du oeox\ op | oax\op) oe

) o)

oT) de\ oT 0X\dp) oTox\ ap
L(1 6 (0F\ T> 0 (4S\ OF1 Tk 0Eit 48
o \poX\oT c>0X\0T) 0T cc Oa oa 0T

OF T 0Eint V_10_5 IG_FV_I 0Fint as OF OF . aS

AT ¢ Oa da ¢ oa o 6T o 6a)dX
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Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics

Parameters of simulation

Density o 1.18 x 103 kgm™3
Poisson ratio v 0.35

Young modulus - equilibrium branch Ey 2.5GPa

Young modulus - out-of-equilibrium branch Ean 1.1GPa

Viscous coefficient V= (Bt (59.4x10%71GPa!s7!
Coefficient of linear thermal expansion @ 90x1076K™!

Specific heat capacity c 1.47 x10% Jkg 1K1
Thermal conductivity K 1.19x 107! Wm™tK™!

Material properties of polyethyl methacrylate (PMMA). The density p and the thermal parameters a, K, ¢
are extracted from the folllowing website
https://analyzing-testing.netzsch.com/en/polymers-netzsch-com/
engineering-thermoplastics/pmma-polymethylmethacrylate, while the parameters
of the standard linear solid Es, Ean, v, V™! are extracted from (Christéfl et al. 2021)
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Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics - Fields




Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics - First principle of

thermodynamics

3><10‘1

2
D
E MM
&

-1
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0 2L/v 4L/v 6L/v 8L/v 10L/v

Time [s]

RIS 13 1 1 = qnHl . o T\ At? lopE . 171

m EpkM 'pppk]n -[Eek(Eoo+Ean)l“ekn mp At<(F‘;€x) >n Bri1/2 b kl\/ll’l?ukn
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Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics - Fields




Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics - First principle of
thermodynamics
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Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics - First principle of
thermodynamics

x1072

Energy [J]

0 2L/v 4L/ 6L/v 8L/v 10L/v
Time [s]

1 5 ~ B n+1 B 1 5 1 ~ 5
- [5(ean);crEanIgangan(ean)k] - <(ean)T>n+ Eanlsdns[ek]n+l <ek>n+ E nIeEan[(ean)T]n+l
n

n

pAtV_lEazn(TE£<ék>Z+l<ék>z+1+T£an£an< an)k> <(ean)k>n+1 ~Ea"<ek>n+1< an)k>n+1_

n
Z€an€ ~ \n+1
B. Georgette - LaMCoS INSA Lyon | < an) k > < >

53



Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics - First principle of
thermodynamics

x1073
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Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics - First principle of
thermodynamics

x10~H

First principle [J]
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Annex - Small strain thermo-visco-elastodynamics - Second principle of
thermodynamics

x1073
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Small strain, 1D, Generalised standard material

z=(u ¢ p T a

where

uis the displacement;
pis the linear momentum;

€ is the symmetric part of the gradient of
displacement, here e =0u/dX;

T is the absolute temperature;

a=(ay- an) isa set of N internal
dissipative variables.

B. Georgette - LaMCoS INSA Lyon

Annex - Large strain Thermo-visco-elastodynamics - Choice of the state vector

Large strain, 3D, Thermo-visco-elastodynamics

z=(x p O T C

where

x is the configuration;

pisthe linear momentum;

[T is the first Piola Kirchhoff stress tensor;
T is the absolute temperature;

Cauchy-Green tensor.

Ci‘1 is the inverse of the inelastic
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Annex - Large strain Thermo-visco-elastodynamics - Details on finite visco-elasticity
- multisymplectic Hamiltonian

Thermo-visco-elastodynamics: Sidoroff’s decomposition of the gradient of transformation (Lee 1969;
Sidoroff 1974; Govindjee and Reese 1997)

~ry

=Fe L

The total energy and the entropy are defined in terms of the first Piola Kirchhoff stress tensor I1

_ 0y oy _ ol ol

* Iy_ .. - -1 — -

L@pl L )=p- 5 -1 l(zc»atJ;“,T’g. ) 4 a(‘;l)’ 1l oF
t

pTs*(T,1,C; ") =1: E+pTs(T,E,C")
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Annex - Large strain Thermo-visco-elastodynamics - Expression de la DGBA bracket
structure

After “some” calculus, we obtain

dF OF 0y OF dp OF OF (0T oT oF 0C;!
E:fo (01 azfi @a_f_i :+ﬁ((5)rev+(5)irr) GC 1 ot )

={F, &} +(F,97)+

oF OF (T\* a4 (4S*
o gmaa- [ L)
6wxa}2

—K|—| ‘— -Nd(o
dwy 0T —\pc] 0X GT)_ (0ex)

boundary terms already present before appear through the calculus;

use of the Lie derivative, or of time derivatives on Lagrangian quantities to derive the reversible
bracket;

remark a derivative of f in terms of the gradient of transformations, which appears naturally within
the calculus, through transformations using

=
g

'S

where S is the second Piola Kirchhoff stress tensor.
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Annex - Large strain Thermo-visco-elastodynamics - Details of the brackets

The reversible bracket is given by

. oF oF oE, OE}
{g’éﬁt}:f (6_F ot OF 0Ly fVy oF fot s oF Yyt gy
o \0y Op O0p Odyx fdg oll 6H op
0B 98" \7'  OF 9s* _ OF (0S*\7'9s* OE;,
~tot tot
Vy—: — S+ —| — N — S dX
oT (OT) “X5p om 2 OT(OT) o X 5p 2

The bracket is skew-symmetric if the second Piola-Kirchhoff stress tensor is symmetric S= ST

Fulfills the Jacobi identity for functionals f satisfying

0’F  0°F o 0’F _ 0°F o 0’F  0%°F o
0yop 0Opdy ~ oyoll oloy ~— Opoll oJlldop =~
Fr_@r_ o Fr_oF oo
0Tdop OpdT ~ 0Tdy 0yoT ~— 0X0pdp 0X\dpop’) =

consistent with the expression of the total energy of large strain thermo-elastodynamics

. L, Li11
Etot =f Etoth=f (——2']2+ w* (I, T)—EeXt'X.) dx
0 0 \2p
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Annex - Large strain Thermo-visco-elastodynamics - Details of the brackets

The dissipative bracket is given by (Schiebl and Betsch 2021)

Ly ¢ (0F T\ o (0S*\ oF 4 (O0E:, | OBy, 0s*
F P*) = =)ok =] = )TN | ——-C-
(#.77) fo [GX(GT) 5( ) ( ) (56) e (Og-‘l “ )0T+

pc) 90X\ a1 )" oT (po?\agt :

OF os* 0E*. .\ a8S* 4 (OE} oF __
Srpclag 6 g ) G gt o) g6
+4i2(aa;jl G T (621:1 -gl)] dx

=i

The bracket is symmetric if the conduction operator K and the viscous operator N are both symmetric

T-K gT = (& Napcp = Npanc)

>
=

The bracket is positive if K, N and the temperature are positive

2
N
IQ
v
o
<
N
I
=
[»S
v
o
<
(oS
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Annex - Large strain Thermo-visco-elastodynamics - Equations de conservation

The conservation of linear momentum can be obtained through

F f X o (| 22 it prvenn
= =S )| —=—
o 2 ot oy X=

The conservation of angular momentum is already fullfilled through the skew-symmetry condition of
the reversible bracket

VF,G, \F,9)=-%,F) > s=5 (en-ET =F-0")

The premier principe de la thermodynamique reads

.. Li11 . E
9=g’tot=f0 (5;2'2+Eint)dxz>("'):> P, =3, U-DIVxQ

Finally, the second principle of thermodynamics is

>0

L 0
97:5”*:[ sTdX=> () =>|p
0 ot
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