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Ingénierie des matériaux métalliques et métallurgie

Observations expérimentales :

A. Bachelier-Locq, ONERA Nuit étoilée, Van Gogh, 1889.
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Ingénierie des matériaux métalliques et métallurgie

Observations expérimentales:

® | es alliages métalliques sont trés souvent hétérogénes: notion de microstructure.
® |a microstructure d'un matériau influence fortement ses propriétés (mécaniques, magnétiques, ...).

® Enjeu de mieux comprendre comment les microstructures se forment et évoluent.
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Modéliser pour mieux comprendre

Champs de phase: approche variationnelle pour modéliser les microstructures

® Couplages multiphysiques: thermodynamique hors d’équilibre, mécanique, ...
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Modéliser pour mieux comprendre

Champs de phase: approche variationnelle pour modéliser les microstructures
e Couplages multiphysiques: thermodynamique hors d'équilibre, mécanique, ...
® Fonctionnelle d'énergie libre et construction de densités avec des arguments de symétrie.
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Modéliser pour mieux comprendre

Champs de phase: approche variationnelle pour modéliser les microstructures

® Couplages multiphysiques: thermodynamique hors d'équilibre, mécanique, ...
® Fonctionnelle d'énergie libre et construction de densités avec des arguments de symétrie.
® Secondes variations et instabilités. M. Degeiter, O.-U. Salman, D. Faurie, Y. Le Bouar, A. Finel.

Apparition naturelle de la géométrie ? Question de géométriser nos approches ?

Question : comment partager intuitivement certains objets de la géométrie ?

® Exemple introductif sur la notion de dérivée covariante.
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Différentielle d'un Champ scalaire E. Schrodinger, Space-Time Structure, 1950.

® Soit U CR", ¢ : U — R un champ scalaire, (2°) et (ZP) deux systémes de coordonnées sur U.

e La différentielle de ¢ est un covecteur ou une 1-forme d¢ € Q'(U), et dans la carte (z°):

0
dp = 22 gy
oxt
® Dans un changement de cartes (z') — (77)%:
86 9 Oz o,
—=—— ; di’ = —dx
oxP  Ox' OxP ox’
soit,
86 0p 0\ [0z . .\ 06 .
d¢ = fdxp = e 7.dl'] = 7dl‘ = dgb
ozxP Oz 0xP ) \ OxJ ox?
® On souhaite maintenant dériver les composantes de d¢.
1 _ ozt - oTP .
pour rappel, les composantes se transforment tel que &, = @ai pour un covecteur, et XP = @X’ pour un vecteur.
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Hessienne et point Critique E. Schrodinger, Space-Time Structure, 1950.

® Si on dérive les composantes de la différentielle :

26 0 <8xj 8¢)

orroTe  OrP \ 079 Oxd

et sachant que i = bs' &
e Dz T awror

on a:

P¢  0x'oxd 0% N 0%z 0¢
OTPOTT  OTP 0T 0xidxi  OTPOTI Ol

® On observe que les dérivées secondes ne se transforment pas comme un champ de tenseur.

® | a hessienne ne se comporte comme un tenseur qu'en un point critique:

99 _0 = P 0x' 917 ¢
ori 0zPOzd  OxP 0T Oxidad’
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Champ "constant" dans une carte E. Schrodinger, Space-Time Structure, 1950.

® De méme pour tout champ de covecteurs a € Q' (U), dans un changement de coordonnées::

oxp  OxP

- 071%) = ozr ozt oxi | owron™

day, 0 <6mj ) dx' 927 Do 0%xI

® Supposons que dans le systéme (z°), les composantes de « sont "constantes", ce qu'on écrira:

3aj
oxt
. _ ox" _
Alors, dans un autre systeme (Z”) et sachant que o; = 5,70 ona
T

da, 0x" O*af

oz Oxd Owroza T

o E (03 P deduit que Iéquati
n renommant —— — — = , Oon dedul que equa 1on
0z 0xTPOTd pa
day = .
g~ Lo O =0

exprime dans une carte arbitraire (Z”) que le champ « est "constant" dans la carte (2?).
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Notion de dérivée invariante E. Schrodinger, Space-Time Structure, 1950.

® Supposons maintenant que dans le systéme (z°), nous avons des symboles I’ijk # 0, alors
(9ozj
ox?
® Alors dans |'équation de dérivation des composantes:
da,  0z' 027 oy 0?7
— = i a0
oxP  OxP 0x? Ox'  OxPOx4
aOéj ox"

k _ .
— =T1%"a, et o =—q,, soit:
ox; * oxk "

da,  Ox' dad 8:3"“07 O 8:?&
o orroxe Y Oxk T OxpOT Oad

- Fijkak =0.

on substitue

oa, = r_ e i odor |, Pt 0w

® On retrouve —I'y, a.=0; avec, I'yy = ————1I}; —
oxr pa = Pa oxr 0x1 Ozk " 0xPOze Oxk

L'équation est invariante a condition que les symboles I' se transforment selon cette regle.

® Question: si on suppose que les symboles I' = 0, qu'est ce que cela entraine?
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Définition d'une dérivée covariante

Définition :
e Soit M une variété différentielle et E un fibré vectoriel au dessus de M.

Une dérivée covariante sur [E est une application :

V: Vect(M) x D(E) —» T(E), (X,T)— VxT

ou Vect(M) est I'ensemble des champs de vecteurs sur M et I'(E) I'ensemble des sections de E,

et tel que: @) Vyx)T = fVxT
@) Vx(fT)=(df X)T + fVxT, YfeC®WM)

Maintenant nous allons voir:

® |es exemples de dérivées covariantes sur le fibré tangent T'M et le fibré cotangent T*M ;

® |e comportement dans un changement de carte.
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Dérivée covariante sur T'M

V : Vect(M) x Vect(M) — Vect(M), (X,Y)+— VxY

® Dans une carte locale (z%)
VxY = V(Xiazi)(yjaxj) = Xivazi(yjaxj>
= XU(0,:Y7)8,5 + XYV 0,

En notant Vy 0, = (Vazi 0y )0, = Fijkaxk, avec Fijk les symboles de Christoffel?,

onaalors: VxY = (VxY)*d, ; avec, (VxV)¥= X0, Y*+T,;" XV

® Question: connaissant une dérivée covariante sur T'M, comment en construire une sur T*M ?

Par la regle de Leibniz,

Vx(a(Y)) = (Vxa)[Y) + a(VyY)
ol X,Y € Vect(M) et a € Q' (M).

On vérifie que  (Vxa)(Y) :=da(Y).X —a(VxY) une dérivée covariante sur T*M.

2les symboles de Christoffel sont les composantes de la dérivée covariante V dans le systéme de coordonnées (z?).
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Dérivée covariante sur T* M

V : Vect(M) x QY (M) — QY(M), (X,a)— Vxa

e Dans un systéme de coordonnées locales (z%), on a Vxa = (Vya);da?, avec
(Vxa); = (Vxa)(0w) = Vx(a(0w)) — a(Vx0,i)
= do(0,9).X — (X'Vy_,0p)
=da;. X — a(X'T;"0)
= X'0pa; — /" X'y

soit, (Vxa);de? avec (Vxa); = X'0ua; — "Xy,

® En particulier, avec (Vg,ia);daz? on retrouve la dérivée invariante vue précédemment :

(Vaxia)j = xiOéj — FijkOék.
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Dans un changement de carte

Transformation des composantes: (z%) — (zP)
_ ., or? 0
qu 8@« - Vaipaj;q - Vaﬂ, (WW)
02" 0x) 4 0 0*xk 0
0z 9ze Y Oxk T Oxrdze Oxk

(89# ot 0x" 0%t 83‘:’") ]

977 974 9k U T 97roTd ook

e Soi T m_ R
oit, PE T 970 974 Ok Y 07PdT1 Ok’

et on retrouve |'expression de transformation des Christoffel identifiée précédemment.
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Remarques et synthese

Remarques:
T " ozt 029 0z" , , 0%k 0x"

° Dans fexpression, P 9z omi ot Y 0500w Ot

supposer que Fijk = 0 fait apparaitre le systéme de coordonnées (x') comme privilégié, et conduit a:

— o2k ox"

P 9Pz Ok

® | es transformations qui préservent la nullité des Christoffel sont les transformations affines.

Synthése :
® définition du concept de dérivée covariante ;

® observation que cet objet de la géométrie émerge naturellement dans les calculs en coordonnées.
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Relation fondamentale de la dynamique

® Equation de Newton dans un référentiel galiléen sans force extérieure :

d?r

dt?

Que devient cette équation dans un nouveau référentiel ?

® Question du changement d'observateur: image d'un avion de voltige avec b(t) la trajectoire de son

centre d'inertie et )(¢) la rotation de I'avion autour de son centre d'inertie.
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Reformulation du probleme

On étend la courbe 7(t) € R? en une courbe c(s) dans I'espace temps R?, tel que

avec les coordonnées canoniques® dans R*:  (t,z,y,2) = (t,r), teR, r € R3.

On introduit une dérivée covariante sur R* en posant: T,,” = 0.

En écriture intrinséque, la courbe c(s) a une vitesse ¢(s) = v et une accélération® a(s) = Veé.

Dans le systéme (z¥), I'équation de Newton sans force extérieure est équivalente a I'équation :

Que devient cette équation dans un nouveau systéme de coordonnées ?

3par souci de simplicité, on utilisera tour a tour les notations (¢,x,y, z) = (t,7) = (%, 2%) = (), i=1,2,3, v=0,1,2,3.
“4la dérivée covariante définie précédemment est étendue aux champs de vecteurs définis le long d'une courbe.
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Transformations et applications linéaires tangentes

e Changement d'observateur (z”) — (Z7) et transformations

‘{f:t—r L {t=f+r
= e —o@)) T T Y= Q)+ o)

avec, T €R, b(t) eR3 et Q(t) € SO(3).

® Applications linéaires tangentes par blocs:

0z’ 0x° 0z

o0z Oxt 1 oY

Ty = . T = ,
v oxP 0P ’ 7 ox’

Ox9  Oxi 0xY

Ox°
oxP
ox’

OxP
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Symboles de Christoffel

Dans un changement de coordonnées (") — (Z7), on rappelle que:

= o _ OxPOxtOx ., 017 0%
of T 9z 978 oz M O 9008

Dans le systeme (2¥), on a choisit: I',,” =0,

=Y 82 v
N / _ = 7 0x T
alors dans le systeme de coordonnées (z7), ona: [,z =

~ Oav 0z097P
9?x0 — 0
® Pour v =0, on a W:Q donc I'pp =0, Va,p
® Pour v # 0, on a°
= r ox" 0%*x
b = 9 oz~
— or" 0%zt . . . )
Lo, = 550050 = (@710QW), = (@),
= T &ZT ani 1 . r .
' = Gugmam — (@0QW), = (@0,
Too oz" o' —1/4\7 2 = . AT
To' = gommams = (Q'0b(1) + Wi (OF + wu(d7F)"

5Rappel: pour tout chemin Q(t) € SO(3), ona Q€ TgSO(3) avec Q = Quy, I'équation de rotation infinitésimale. Par la translation a
gauche Q—1Q = TLg-1 (Q) = wr, € 50(3), on raméne un élément de I'espace tangent 3 SO(3) en Q en un élément de I'algébre de Lie.
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Application

® | 'accélération est intrinseque et ne dépend pas du systeme de coordonnées choisi :
Ve =0
- dans le systeme (z¥): (V)" = & + T,0¢Pc = & =0
- dans le systeme (27) 1 (Vee)) = & + D' cvc® = 0
® Dans le systéme de coordonnées (Z7), v = 0 conduit 3 (V) =0 et poury #0, on a

(Véé)p Ep + FOO C + 2F0q =0

avec, X =letc? =7

e On obtient finalement
F+ QL)) + 2w (t)F + WE()F + wL(t)F = 0

oll émergent naturellement les termes d'inertie®.

6 equwalence entre vecteurs Q € R? et matrices antisymétriques w € A%2R?3 permet de réécrire cette équation avec des prodwts vectoriels :
P+ QTN + 2Q(t) x 7 + Q(t) x Qt) x 7 + t) x 7 = 0. En composantes dans le systéme de coordonnées (z%), on a w; = & ;5 QF et
Ok = 6k J wh j-
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Syntheése

Objectif : introduction de la notion de dérivée covariante pour les ingénieurs.

Synthése :

® Emergence naturelle de I'objet dés qu'on pose la question de dériver un champ de vecteur.
e Définition d'une dérivée covariante en géométrie, et exemple sur les fibrés tangent et cotangent.

® Application a la relation fondamentale de la dynamique.
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