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Plan de la présentation

o Phénomenes non linéaires indésirables
o De l'utilité d’étudier les bifurcations
o Outils numériques pour I'analyse de bifurcations
e Continuation des solutions périodiques
e Stabilité des solutions périodiques
* Calcul et suivi des bifurcations
o Bifurcations de codimension 1 et 2
o Applications
e Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)
« MEMS

e Vibro-impacts
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De |'utilité d’étudier les bifurcations

Rotor de Jeffcott avec contact rotor-stator
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De |'utilité d’étudier les bifurcations

Rotor de Jeffcott avec contact rotor-stator
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De |'utilité d’étudier les bifurcations

Rotor de Jeffcott avec contact rotor-stator
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De |'utilité d’étudier les bifurcations

Rotor de Jeffcott avec contact rotor-stator
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De |'utilité d’étudier les bifurcations

Rotor de Jeffcott avec contact rotor-stator
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De |'utilité d’étudier les bifurcations

Rotor de Jeffcott avec contact rotor-stator
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Plan de la présentation

o Outils numériques pour I'analyse de bifurcations
e Continuation des solutions périodiques
e Stabilité des solutions périodiques

e Calcul et suivi des bifurcations
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Outils numériques pour I'analyse de bifurcations

Courbe de réponse

= Calcul des courbes de réponse non linéaires

Méthode de I'équilibrage harmonique (HBM)
+ continuation par longueur d’arc

Amplitude

= Calcul de stabilité

Matrice de Hill, exposants de Floquet

= Localisation des bifurcation

Indicateurs de bifurcations, systemes augmentés o —

Stable
o Instable

NS
~-Suivi des LP.
| Suivi-des'Ns

Amplitude / jeu

= Suivi numérique de bifurcations

a = N W b U o N
C T—T T

Systemes augmentés + continuation
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Plan de la présentation

o Outils numériques pour I'analyse de bifurcations

* Continuation des solutions périodiques
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Continuation des solutions périodiques

Equilibre dynamique non linéaire

r(x,w,t)=M X(t)+C x(t) +K x(t) + f,; (%X, X) —p(w,t)=0 Systeme différentiel non linéaire
de taille n ddl

x(t) : vecteur déplacement de taille n ddl
f,;(x, %, X) :vecteur des efforts non linéaires de taille n ddI

p(w,t) :vecteur des efforts extérieurs de taille n ddl

Méthode de I’équilibrage harmonique (HBM)

H

x(t) =X + z XX cos(kmt) + XX sin(kot)  développement en série de Fourier 8 H harmoniques
k=1

T
X = [XOT, X%T, XéT, ...,XE‘T, X?T] vecteur des coeff. de Fourier de taille L = n X(2H + 1)

Equilibre dynamique dans le domaine fréquentiel

Systeme algébrique non linéaire

RXw) =Z(w) X+ Fy,(X)+P =0, de taille L = n X(2H + 1)

Zw) =0’ VPRIM+wV®C+ I, QK Solution périodique = point d’équilibre
02 FFT™! . __ FFT
Calcul des efforts non linéaires X —— x(t), X(t)——f,,;(x, x) ——F,;(X)
fréquentiel temporel fréquentiel

G. Von Groll and D. J. Ewins. The harmonic balance method with arc-length continuation in rotor/stator contact problems.
J. Sound Vib., 241(2), 223-233, 2001. doi: 10.1006/jsvi.2000.3298.
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Continuation des solutions périodiques

Equilibre dynamique dans le domaine fréquentiel

R(X,w) = Z(w) X + F;(X)+P =0, taille L = n X(2H + 1)

Courbe de réponse en fréquence
o Continuation par pseudo-longueur d’arc avec w variable
o Longueur de pas adaptative

Courbe de réponse

Continuation par pseudo-longueur d’arc o

Amplitude
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Continuation des solutions périodiques

Equilibre dynamique dans le domaine fréquentiel

R(X,w) =Z(w) X+ F,;(X)+P =0, taille L = n X(2H + 1)

Courbe de réponse en fréquence

o Continuation par pseudo-longueur d’arc avec w variable
o Longueur de pas adaptative

Continuation par pseudo-longueur d’arc

X | corrections |
A
: X', !
e on part d’'une solution connue X°, »° /‘
* On résout simultanément I'équilibre dynamique pas
+ équation de longueur d’arc tangent
prédicteur

_ R(X,w) )_ .
G(Y) = (longueur darc =0,,, | taille L+1 /

» pas prédicteur de longueur fixée As selon la
direction tangente ¢

« corrections selon la direction orthogonale a £ ,
(itérations Newton-Raphson) i

ve
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o Outils numériques pour I'analyse de bifurcations

* Stabilité des solutions périodiques
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Stabilité des solutions périodiques

Equilibre dynamique
r(x,m,£)=M X(t)+C x(t) +K x(t) + f,;(x, X) —p(w,)=0| taille n domaine temporel
RX,w) =Z(w) X+ F,;(X)+P =0 taille L =n X(2H + 1) domaine fréquentiel

Théorie de Floquet

Une solution périodique est stable si de petites perturbations ne modifient pas significativement sa
périodicité, i.e. si elle reste proche de sa forme initiale malgré les perturbations.

Solution périodique z, + perturbation 6z X(t) 5
On regarde | "évolution de la perturbation au cours SO'Ut'O”pgﬁ[jggégue 2Dy AT 24+072,)
du temps

Domaine temporel

Monodromie = mesure de la variation d’une

solution périodique sur une période T. périodique

Représentée par une matrice de monodromie M x(0)
_ - 2(t) = [ ]

8z(T) = M 6z, taille 2n x(t) <©

valeurs propres de M = multiplicateurs de Floquet y; Evolution dans l'espace des phases d’une solution

n paires de v.p. complexes conjuguées périodique perturbée

Solution stable ssi |u;|<1 Vj=1..2n
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Stabilité des solutions périodiques

Equilibre dynamique

r(x,m,£)=M X(t)+C x(t) +K x(t) + f,;(x, X) —p(w,)=0| taille n domaine temporel

RX,w) =Z(w) X+ F,;(X)+P =0 taille L =n X(2H + 1) domaine fréquentiel

Théorie de Floquet

Une solution périodique est stable si de petites perturbations ne modifient pas significativement sa
périodicité, i.e. si elle reste proche de sa forme initiale malgré les perturbations.

Solution périodique z, + perturbation 6z

On regarde | “évolution de la perturbation au cours
du temps

Domaine fréquentiel (HBM)

Méthode de Hill
Systeme aux valeurs propres quadratique

(Ry+AA+A2A) p=0 tailleL

Ry matrice jacobienne

Al =2(1)V®M+12H+1®C
A, =gy QM
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Stabilité des solutions périodiques

Equilibre dynamique

r(x,w,t)=M %(t)+C x(t) +Kx(t) + f,;(x, X) —p(w,t)=0| taillen domaine temporel

RX,w) =Z(w) X+ F,;(X)+P =0 taille L =n X(2H + 1) domaine fréquentiel

Théorie de Floquet

Une solution périodique est stable si de petites perturbations ne modifient pas significativement sa
périodicité, i.e. si elle reste proche de sa forme initiale malgré les perturbations.

Solution périodique z, + perturbation 6z, © {Im(Ay)
On regarde | ‘évolution de |la perturbation au cours o e
du temps
w
Domaine fréquentiel (HBM) °
, . +w/2
Méthode de Hill °
Systeme aux valeurs propres quadratique @ Re(Ay
(Ry+AA+A2A,) b =0 taille L o @
-w/2
2L valeurs propres A tq Ay = A; +i hw quand H—o °
(60
On retient les 2n A avec la plus petite partie imaginaire
= exposants de Floquet 1, o @
Solution stable ssi Re(4;)<0 Vj=1..2n °
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Détection des bifurcations

Scénarios de perte de stabilité avec les exposants de Floquet

Ty e ( sl
_,,—"" I/l o " périodique "
Point limite (LP) el d? !oranchemeqt.(BP) Neimark-Sacker (NS)
transcritique / surcritique
Im(2,)
Im(4;) T
o2 Stable Unstable
+w/2 FH e o——>0 -
Stable Unstable A= +%ik

-w/2
Neimark-Sacker (NS)

Point limite (LP) ®
0<k< E

Point de branchement (BP)
Doublement de période (PD)

K =

N e
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Détection des bifurcations

Dans la pratique, a chaque fin de pas de continuation :

- on comptabilise les

N;,s: exposants de Floquets instables tq Re(4; )>0

* SiNL o — NiL=0 : pasde bifurcation

* Si Niinst - Niin_slt =1:
Point limite (LP) si changement de
direction du vecteur tangent
Point de branchement (BP) sinon

* Si Niinst - Niin_slt =2:
Neimark-Sacker (NS) si 0 < k < g

Doublement de période (PD) si k = %

on compare avec le pas de continuation précédent

121

fin de pas de continuation
branche stable

branche instable

point limite (LP)

point de branchement (BP)

cott.

Amplitude
»

25

point limite __ \ ¢

Amplitude
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Calcul des bifurcations par systeme augmenté

Equilibre dynamique RXw)=Z(w)X+F,;(X)+P=0, tailleL =n x(2H + 1)

Exposants de Floquet (Rx+AA;+A*A;) ¢ =0, taille L
A Im(2)
Point limite (LP) et Point de branchement (BP)
A =0 valeur propre nulle tor2
, Stable Unstable
R(X,w) courbe de réponse . -
GY)=( Rxd |=0,., caractérisation des LP et BP ALo0 Re(4))
¢Tp-1 normalisation de ¢
-0/2
Y=X,p,w) taille 2L+1 Restriction de la courbe de réponse
aux LP ou BP
Neimark-Sacker (NS) et Doublement de période (PD) ) Im(%)
A = +ik valeur propre complexe conjuguée
— prop P U9 o2 Stable Unstable
RX,w) courbe de réponse FH o>
Rydp1—KkA 1 dy—k*Ar ¢y caractérisation des NS et PD A=tik R
G(Y) = Ry, +KkA d—Kk2A, ¢, =03742 e TSR o——>0 - o
;IT¢1 normalisation de ¢, et ¢, o))
¢ ¢ -1
Y=(X,p1, P2, k, 0) taille 3L+2

7. L. Xie, S. Baguet, B. Prabel, and R. Dufour. Bifurcation tracking by Harmonic Balance Method for performance tuning of nonlinear

dynamical systems. MISSP, 88, 445-461, 2017. doi: 10.1016/j.ymssp.2016.09.037.
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Suivi numérique des bifurcations

Equilibre dynamique RXw)=Z(w)X+F,;(X)+P=0, tailleL =n x(2H + 1)

Exposants de Floquet (Rx+AA;+A*A;) ¢ =0, taille L
Point limite (LP) et Point de branchement (BP) Continuation des bifurcations
A = 0 valeur propre nulle par rapport au parametre a
R(X,w) courbe, de r(_éponse H(Y 00 = ( G(Y) ’ ):0
G(Y) = Rxd |=0,, ., caractérisation des LP et BP longueur d’arc
dTp—-1 normalisation de ¢
Y=X,¢,w) taille 2L+1 Restriction de la courbe de réponse —
aux LP ou BP table.

Suivides LP..; !
Suivi-ges NS ===

Amplitude / jeu

Neimark-Sacker (NS) et Doublement de période (PD)
A = +ik valeur propre complexe conjuguée

a@ = N W A o N

R(X,w) courbe de réponse
Ry¢d;—kA, p,—k*A, 4 caractérisation des NS et PD
G(Y) = | Rxbz+xA 1d1—K*Ayd; (=05, 4,
q" b, normalisation de ¢, et ¢,
b1 by — 1

Y=(X,p1, P2, k, 0) taille 3L+2

7. L. Xie, S. Baguet, B. Prabel, and R. Dufour. Bifurcation tracking by Harmonic Balance Method for performance tuning of nonlinear
' dynamical systems. MISSP, 88, 445-461, 2017. doi: 10.1016/j.ymssp.2016.09.037.
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Suivi numérique des bifurcations

Rotor de Jeffcott avec contact rotor-stator
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> ! pas de contact
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. . oo
O o
Dans la pratique, on ne calcule pas toutes 0 05 » e s : s
les courbes de réponses ! Fréquence d'excitation w/wg
/\
T~
../Stable ....Stable i——— .7
6 b Tnetable, — 6 b Tnetable, —
© 4 [~Suivides LP. = > 4
E Suividés NS ——= " g
2 3+ 2 3
a . 4
5 2 <E( 2
! 1
8 8
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Plan de la présentation

o Bifurcations de codimension 1 et 2
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Bifurcations de codimension 1 et 2

Niveau de continuation

Solution périodique 0
v | v
Courbe de réponse Point limite (LP) Neimark-Sacker (NS) 1
Point de branchement (BP) Doublement de période (PD)
Suivi de bifurcations Bifurcations sur les branches de bifurcations ? 2

codimension

Equilibrium 0
Limit Point Hopf 1
Branching Cusp Zero Double Generalized 2
- /\ m T h
Swallow Triple Double Triple Hopf + Zero + Resonant 3
tail Equilibrium Equilibrium Zero DH

AAAAA W. Govaerts, Y. A. Kuznetsov, and B. Sijnave. Continuation of codimension-2 equilibrium bifurcations in Content.
.| In Numerical Methods for Bifurcation Problems and Large-Scale Dynamical Systems, Springer, 2000. doi: 10.1007/978-1-4612-1208-9_7
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Bifurcations de codimension 1 et 2

0.16

—— Branche de points d'équilibre

0.14 -

012

Oscillateur catalytique

Courbes de réponses x — Q2 pour plusieurs valeurs
du parametre K

K=0.4 Equilibrium 0
N
01
K=2 / \
x 0.08 Limit Point Hopf 1
006 %
Cusp BT Zero Double Generalized 2
0.04 /\ A H?pf ngf Hopf
0.02
0 — .
0.5 15 2
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N. Neirynck. Advances in numerical bifurcation software : MatCont. PhD thesis, Ghent University, Belgium, 2019.
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Bifurcations de codimension 1 et 2

0.16

i \ Oscillateur catalytique
—— Branche de points d'équilibre LP
Courbes de réponses x — Q2 pour plusieurs valeurs
o H du paramétre K + bifurcations
0.12
Equilibrium 0
0l1 /\
x 0.08 Limit Pomt HOPf 1
0.06 / W
CllSp Zero Double Generalized 2
0.04 HOpf Hopf Hopf

0.02

K=0.15 Pas de bifurcation

=0.4 2 bifurcations LP (extremums selon Q2)
2 + 2 bifurcations Hopf
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Bifurcations de codimension 1 et 2

0.16

i \ Oscillateur catalytique
— Branche de points c_l'é_quilibre LP
Branche de points limites (LP) Courbes de réponses x — Q2 pour plusieurs valeurs
0.14 \ o e
H du parametre K + suivi des LP
0.12
Equilibrium 0
0.1
x 0.08 Limit Pomt Hopf 1
008 / W
CUSD Zero Double Generalized 2
0.04 HOpf Hopf Hopf
0.02
0
0.5 2
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Bifurcations de codimension 1 et 2

0.16

i \ Oscillateur catalytique
— Branche de points c_l'é_quilibre LP
Branche de points limites (LP) Bifurcations sur la branche de suivi des LP

0.14

0.12

Equilibrium 0
01
x 0.08 Limit Point Hopf 1
0.06 %
Cusp BT Zero Double Generalized 2
0.04 /'\ A Hepf ngf Hopf

0.02

Cusp (CP) Un exposant de Floquet A = 0 (LP) + Ryy singulier
Point limite sur la branche de LP.
Marque I'apparition/disparition des LP, i.e. d’'une zone a solutions multiples.
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Bifurcations de codimension 1 et 2

0.16

—— Branche de points d'équilibre
Branche de points limites (LP)
—— Branche de bifurcations de Hopf (H)

0.14 -

0.12

0.1

x 0.08

0.06

0.04

Oscillateur catalytique

Courbes de réponses x — Q2 pour plusieurs valeurs
du parametre K + suivi des Hopf

Equilibrium 0

Limit Point Hopf 1

N N

Cusp BT Zero Double Generalized 2

/\ A Hopf Hopf Hopf

0.02

Q2
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Bifurcations de codimension 1 et 2

0.16

i \ Oscillateur catalytique
—— Branche de points d'équilibre LP
Branche de points limites (LP) Bifur ion rl ranch ivi Hopf
014 — Branche de bifurcations de Hopf (H) urcations sur |a branche de su des op
- - - Branche de points Neutral Saddle _AH
0.12
Equilibrium 0
0.1
x 0.08 Limit Point Hopf 1
0.06 M
Cusp I;T Zero Double Generalized 2
0.04 /\ /“\ H?pf H(ipf Hopf
0.02
%5 >
Bogdanov- Deux exposants de Floquet A; = A, = 0 (mais multiplicité géométrique 1).

Takens (BT) Une branche de Hopf émane d’une bifurcation BT qui € branche de LP.
Les Hopf deviennent des neutral saddle en traversant les BT.
Hopf + neutral saddle = boucle fermée

S. Baguet, INSA Lyon / LaMCoS GDR GDM - 22-25 juin 2026, Lyon 37



Bifurcations de codimension 1 et 2

0.16

i \ Oscillateur catalytique
— Branche de points c_l'é_quilibre LP
Branche de points limites (LP) Bifurcations sur la branche de suivi des Hopf
014 — Branche de bifurcations de Hopf (H)
- - - Branche de points Neutral Saddle H

0.12

Equilibrium 0
01
< 0.08 Limit Point Hopf 1
008 %
Cusp BT Zero Double Generalized 2
0.04 /\ A H?pf ngf Hopf

0.02

Generalized Transition entre les bifurcations de Hopf sous-critiques et sur-critiques.
Hopf (GH)
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Plan de la présentation

o Applications

* Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)
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Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

ETCIE

C . ) ) .

kl _]Jk_ my¥y 4+ %1+ kixy + kg 13 4 (0 — %) + ko(xg — x2) + kniz (g — x2)3 = fy cos(wt)
M WA M2 . . 3

7 _Mflznc_ myexy + (% — X)) + k(g —x1) + kppp(x —x1)° =0
5t 12

Structure principale : m; =1kg ¢;=0.002Ns/m  ky=IN/m  ky;; =IN/m?
NLTVA: & =m;/m, =5% c,=0.0128Ns/m  k,=0.0454N/m  ky;, =0.0042N/m?>

Courbe de réponse - f; = 0.05N
2 pics de méme amplitude (equal-peak method)

4 | Stable

w
T
1

Amplitude [m]
N

1 2 3 4
Fréquence w [rad/s]

Detroux, Habib, Masset, Kerschen. Performance, robustness and sensitivity analysis of the nonlinear tuned vibration absorber.
= MSSP 2015, doi: 10.1016/j.ymssp.2015.01.035
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Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

Cy
o

ETCIE

m;

k
AW M2

Kni1

AR
Kni2

Structure principale : my =1kg

NLTVA: e =my/m, =5%

myFy + ey iy kg X3+ e () — %) + ko — x2) + k(1 — x2)° = £y cos(wt)

mye Xy + ey (X — %q) + ka(xy — x1) + kppp(; —x1)3 =0

c1=0.002Ns/m  k;=IN/m  kp;; =IN/m?

,=0.0128Ns/m  k,=0.0454N/m  k,;, =0.0042N/m3

Courbe de réponse - f; =0.095N

2 pics de méme amplitude (equal-peak method)

w
T

Amplitude [m]
N

Stable
Instable

LP

SO

Apparition LP / zones a solutions multiples sur le 2¢™¢ pic

1

2 3
Fréquence w [rad/s]
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Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

ETCIE

Cy
+
ky ka
M1 v M2
FAAARA

Kni1 Kni2

Structure principale : my =1kg

myFy + ey iy kg X3+ e () — %) + ko — x2) + k(1 — x2)° = £y cos(wt)

mye Xy + ey (X — %q) + ka(xy — x1) + kppp(; —x1)3 =0

c1=0.002Ns/m  k;=IN/m  kp;; =IN/m?

NLTVA: &€ =my/m, =5% c,=0.0128Ns/m  k,=0.0454N/m  ky, =0.0042N/m?

Courbe de réponse - f, =0.11N

2 pics de méme amplitude (equal-peak method)

4+ Stable
Instable
LP
NS

w
T

N
T

Amplitude [m]

Apparition LP / zones a solutions multiples sur le 2¢™¢ pic

Bifurcations NS sur le 2¢™e pic

1 2 3
Fréquence w [rad/s]
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Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

Cy
o

ETCIE

m;

k
AW M2

Kni1

AR
Kni2

Structure principale : my =1kg

NLTVA: e =my/m, =5%

Amplitude [m]

w

N

myFy + ey iy kg X3+ e () — %) + ko — x2) + k(1 — x2)° = £y cos(wt)

mye Xy + ey (X — %q) + ka(xy — x1) + kppp(; —x1)3 =0

c1=0.002Ns/m  k;=IN/m  kp;; =IN/m?

,=0.0128Ns/m  k,=0.0454N/m  k,;, =0.0042N/m3

Courbe de réponse - f; =0.15N

2 pics de méme amplitude (equal-peak method)

L Stable
Instable

LP
NS

Apparition LP / zones a solutions multiples sur le 2¢™¢ pic
] Bifurcations NS sur le 2¢™e pic
Bifurcations LP sur le 1°" pic

Isola / branche détachée du 2é™me pic

Fréquence w [rad/s]

3
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Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

ETCIE

C . ) ) .

kl _]Jk_ my¥y 4+ %1+ kixy + kg 13 4 (0 — %) + ko(xg — x2) + kniz (g — x2)3 = fy cos(wt)
M WA M2 . . 3

7 _Mflznc_ myexy + (% — X)) + k(g —x1) + kppp(x —x1)° =0
5t 12

Structure principale : m; =1kg ¢;=0.002Ns/m  ky=IN/m  ky;; =IN/m?
NLTVA: & =m;/m, =5% c,=0.0128Ns/m  k,=0.0454N/m  ky;, =0.0042N/m?>

Courbe de réponse - f; =0.19N
2 pics de méme amplitude (equal-peak method)

L Stable ] ong N q g > q
N Instable Apparition LP / zones a solutions multiples sur le 2¢™e pic

LP
NS . q > o

_ 3l | Bifurcations NS sur le 2¢™¢ pic

£

- Bifurcations LP sur le 1" pic

2o :

£ Isola / branche détachée du 2é™me pic

Fusion de I'isola avec le 2¢™me pic (fin equal peak)

/;

0 1 Lg

1 2 3 4
Fréquence w [rad/s]
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Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

ETCIE

C . . . .
! T myFy + ey iy kg X3+ e () — %) + ko — x2) + k(1 — x2)° = £y cos(wt)
Kl my Lz
mye Xy + c3(%y — %1) + ka(xy — x1) + kppa(xz —x1)3 =0

AR
Kni1 Kni2

Structure principale : m; =1kg ¢;=0.002Ns/m  ky=IN/m  ky;; =IN/m?
NLTVA: & =m;/m, =5% c,=0.0128Ns/m  k,=0.0454N/m  ky;, =0.0042N/m?>

Courbe de réponse - f; = 0.30N
2 pics de méme amplitude (equal-peak method)

T 1@525&% l Apparition LP / zones a solutions multiples sur le 2¢™¢ pic
=3t NS | Bifurcations NS sur le 2¢™e pic
g Bifurcations LP sur le 1°" pic
::E | & | Isola / branche détachée du 2é™me pic
' / | Fusion de I'isola avec le 2¢™me pic (fin equal peak)
0 i ¥ Bifurcations additionnelles sur le 2¢me pic
1 2 3 4

Fréquence w [rad/s]
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Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

ETCIE

C . ) ) .

kl _]Jk_ my¥y 4+ %1+ kixy + kg 13 4 (0 — %) + ko(xg — x2) + kniz (g — x2)3 = fy cos(wt)
M WA M2 . . 3

7 _Mflznc_ myexy + (% — X)) + k(g —x1) + kppp(x —x1)° =0
5t 12

Structure principale : m; =1kg ¢;=0.002Ns/m  ky=IN/m  ky;; =IN/m?
NLTVA: & =m;/m, =5% c,=0.0128Ns/m  k,=0.0454N/m  ky;, =0.0042N/m?>

Courbe de réponse - f; = 0.30N

4L Stable A ///
Instable 4 F Stable
LP Instable
NS 35 ¢ LP
ol ] E
= [}
] T
g 2
E H :
s :
E &
1r 4
b
0 L (¥;
1 2 3 4

Fréquence w [rad/s]
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Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

X1 lf(t) |X2
Cc |—> C —< . ) ' .
ki —ﬂ—k; myX, +cxy +kixy +kupn x13 + co(x; — X)) + ky(xq — x3) + ko (x4 —x2)3 = f, cos(wt)
M1 v M2 My + 0t — £) b Ky (X — 20) + ey (X — %1)% = O
A —Mflznc— 1€ 42 2\A2 1 2\X2 1 ni2 (X3 1
1 12

Structure principale : m; =1kg ¢;=0.002Ns/m  ky=IN/m  ky;; =IN/m?
NLTVA: & =m;/m, =5% c,=0.0128Ns/m  k,=0.0454N/m  ky;, =0.0042N/m?>

Courbe de réponse - f; = 0.30N Suivi de points limites
4 - Stable 4 able
Instable 4 F Instable
LP 3.5 Continuation des LP-1 —— : -
NS =or LP-1
— 3t i — 3 F Apparition isolas 8
E % 25 Disparition isolas |
g 5 2
3 E=
= [=%
_E- 2+ 4 g 1.5
< & 1
0.5
1r . 0
A 4.0
‘¥ 0.3
; : © 1.0 :
0 lraqys, 0.0 0.1 015 o N1
1 2 3 4

Fréquence w [rad/s]

S. Baguet, INSA Lyon / LaMCoS GDR GDM - 22-25 juin 2026, Lyon a7



Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

X1 lf(t) |X2
Cc |—> C —< . ) ' .
ki _]J_k; myX, +cxy +kixy +kupn x13 + co(x; — X)) + ky(xq — x3) + ko (x4 —x2)3 = f, cos(wt)
M1 v M2 My + 0t — £) b Ky (X — 20) + ey (X — %1)% = O
A —Mflzni— 1€ 42 2\A2 1 2\X2 1 ni2 (X3 1
1 12

Structure principale : m; =1kg ¢;=0.002Ns/m  ky=IN/m  ky;; =IN/m?
NLTVA: & =m;/m, =5% c,=0.0128Ns/m  k,=0.0454N/m  ky;, =0.0042N/m?>

Courbe de réponse - f; = 0.30N Suivi de points limites
4 | Stable 1 Sble
Instable 4 F Instable
LP 3.5 Continuation des LP-1 —— : 5
NS =or LP-1
3 d —_ 3 F Apparition isolas 3
'c E, . Disparition isolas |
= 5 2
% 3 2 . i
3 = oy
=2t . 215 [apparition ]
£ & = 1 | isolas a 1
£ ,
0.5 T ' » ]
1r . 0
/ 4.0
Fre 0.3
nce ¢ ;. . . . :
0 1 2 ; . lragy, 0.0 0.1 015 fo [N

Fréquence w [rad/s]
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Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

X1 lf(t) |X2
Cc |—> C —< . ) ' .
ki —ﬂ—k; myX, +cxy +kixy +kupn x13 + co(x; — X)) + ky(xq — x3) + ko (x4 —x2)3 = f, cos(wt)
M1 v M2 My + 0t — £) b Ky (X — 20) + ey (X — %1)% = O
A —Mflznc— 1€ 42 2\A2 1 2\X2 1 ni2 (X3 1
1 12

Structure principale : m; =1kg ¢;=0.002Ns/m  ky=IN/m  ky;; =IN/m?
NLTVA: & =m;/m, =5% c,=0.0128Ns/m  k,=0.0454N/m  ky;, =0.0042N/m?>

Courbe de réponse - f; = 0.30N Suivi de points limites
4+ Stable 4
Instable 4 £ Stable
LP 3.5 L Instable
NS LP branche A
— 3 F 4 — 3 ¢ LPbranche B
£ E .5 | LPbranchecC
L; g LP
o 2 2 F Cusp
£ =
E— 2+ 4 g 1.5
< & 1
0.5
1t . 0
4 4.0
¥ 0.3
0 ‘ ‘ lraqys; 0.0 0.1 015 fo IN1
1 2 3 4

Fréquence w [rad/s]
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Fréquence w [rad/s]

Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

X1 ,f(t X
¢, |20 %
%kl My k2] my
LA
Kni1 Kni2

Structure principale : my =1kg
NLTVA: e =my/m, =5%

¢ =0.0128Ns/m

m15c'1 + C1561 + k1x1

myex, + cp(ky — Xq) -

¢y =0.002Ns/m  k; =1N

k,=0.0454N

Limit Point

Cusp BT

Equilibrium

Hopf

N N

Zero Double Generalized

Projection dans le plan f, — w des branches de LP

A Hopf Hopf Hopf

AN

2

Suivi de points limites

P branche A ——

24 ko Bifurcation Cusp CP
' B LP branche B
- LP branche C —— 4
ey r Stable
apparltlon S 35 L Instable
isolas LP branche A
— 3 ' LPbranche B
QI %2.5 | LPbranche C ——
L8 22
£
- g 1.5
16 fusion | !
1 0.5
L isolas | i
4.0
1.2 FCPA
o €w 1 0.15
1 CPB. [rad/S] 0.0 0.1 ’ fo ]
0.8 L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
fo [N]

Les points limites sur les branches de LP sont soit des points de formation/disparition d’isolas,
soit des bifurcations de co-dimension 2 de type Cusp (CP).
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Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

Cy |i(>1 R0 C |i(>2 . . Equilibrium 0
Kk K mqXxq1 + C1X1 + k1x1
H My w2 . .
Dy myex; + ¢ (% — %) -

Kni1 Kni2 Limit Point Hopf 1
Structure principale : my =1kg ¢, =0.002Ns/m  k; =1N M\
NLTVA: € =my/my; =5% c,=0.0128Ns/m k,=0.0454N ~

Cusp BT Zero Double Generalized 2
/\ A Hopf Hopf Hopf

Projection dans le plan f, — w des branches de LP

P branche A

Bifurcation Cusp CP

Suivi de points limites

Les points limites sur les branches de LP sont soit des points de formation/disparition d’isolas,
soit des bifurcations de co-dimension 2 de type Cusp (CP).

2.4 LP branche B ///
LP branche C —— 4 —
22k o ; T r Stable
) 3.5 L Instable
LP branche A
2+ — 3 ' Lpbranche B
i 52.5 |....LP-branche C ——
] 3
© 1.8~ 3
=
2 £
S 1.6 | <
[}
3
~D_
214
1.2 foocpam—
\ =
1 b B CPB. S R R R R R R R R R L R R R AR R R R R AR CRE
apparition LP / zone a solutions multiples sur le 2¢me pic
0.8
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
fo [N]
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Fréquence w [rad/s]

Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

c |i&1 f(t) c |i(>2 ) ' Equilibrium
Kk K mqXxq1 + C1X1 + k1x1
H My w2 . .
Dy myex; + ¢ (% — %) -
Kni1 Kniz Limit Point Hopf
Structure principale : my =1kg ¢, =0.002Ns/m  k; =1N %
NLTVA: € =my/my; =5% c,=0.0128Ns/m k,=0.0454N ~
Cusp BT Zero Double Generalized
/\ A Hopf Hopf Hopf

2.4 Fo

2.2

1.8 |

1.6

1.4 Fo

1.2

0.8

2

Projection dans le plan f, — w des branches de LP

P branche A —— Bifurcation Cusp CP
LP branche B

LP branche C ——

‘CPA: h '
apparition LP / zone a solutions multiples sur le 1¢" pic

0.4

0.1 0.2 0.3

fo [N]

0.5

Amplitude [m]

Suivi de points limites

- - \
3.5 L Instable
LP branche A
3 F Lpbranche B
2.5 L. -LPbranche C ——
2
1.5
1
0.5
0
4.0

0.15

0.0 0.1

Les points limites sur les branches de LP sont soit des points de formation/disparition d’isolas,
soit des bifurcations de co-dimension 2 de type Cusp (CP).
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Fréquence w [rad/s]

Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

c |i&1 f(t) c |i(>2 ) ' Equilibrium
Kk K mqXxq1 + C1X1 + k1x1
H My w2 . .
Dy myex; + ¢ (% — %) -
Kni1 Kniz Limit Point Hopf
Structure principale : my =1kg ¢, =0.002Ns/m  k; =1N %
NLTVA: € =my/my; =5% c,=0.0128Ns/m k,=0.0454N ~
Cusp BT Zero Double Generalized
/\ A Hopf Hopf Hopf

2

Projection dans le plan f, — w des branches de LP

P branche A —— Bifurcation Cusp CP

2.4 LP branche B
LP branche C ——
22 P
2 -
1.8 |
1.6
1.4
1.2 b cpamm
(]

apparition LP / zone a solutions multiples sur l'isola
0.8

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

fo [N]

Amplitude [m]

Suivi de points limites

- - \
3.5 L Instable
LP branche A
3 F Lpbranche B
2.5 L. -LPbranche C ——
2
1.5
1
0.5
0
4.0

0.15

0.0 0.1

Les points limites sur les branches de LP sont soit des points de formation/disparition d’isolas,

soit des bifurcations de co-dimension 2 de type Cusp (CP).
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Fréquence w [rad/s]

Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

Cy |i(>1 R0 C |i(>2 . . Equilibrium 0
Kk K mqXxq1 + C1X1 + k1x1
H My w2 . .
Dy myex; + ¢ (% — %) -

Kni1 Kni2 Limit Point Hopf 1
Structure principale : my =1kg ¢, =0.002Ns/m  k; =1N M\
NLTVA: € =my/my; =5% c,=0.0128Ns/m k,=0.0454N ~

Cusp BT Zero Double Generalized 2
/\ A Hopf Hopf Hopf

Projection dans le plan f, —

w des branches de LP

P branche A

sal Bifu;-cation Cusp CP
' LP branche B —
LP branche C — a

22} o ; R r Stable
' 3.5 L Instable

T LP branche A
apparition o P S g ° | Lpbranched

5 solutions =55 . LPbranche C ——
isolas v
I8F e S E
CPC ‘_El
1.6 F e R TRS Sp— g o] <
= n o\ut\on
1 solution [fusion isolas] 5 soit™
, 3 solutions
1.2 FCPA T
e 1 solution €O lrag,
1k CPB. -+ SRIKHON s;
0.8 . .
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

fo [N]

Suivi de points limites
T

0.0 0.1

Les points limites sur les branches de LP sont soit des points de formation/disparition d’isolas,
soit des bifurcations de co-dimension 2 de type Cusp (CP).
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Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

Cy |i(>1 R0 C |i(>2 . . Equilibrium 0
Kk K mqXxq1 + C1X1 + k1x1
H My w2 . .
LA myex; + ¢ (% — %) -
Kni1 Kni2 Limit Point Hopf 1
Structure principale : my =1kg ¢, =0.002Ns/m  k; =1N M\
NLTVA : € =m;/m, =5% c,=0.0128Ns/m  k,=0.0454N re
Cusp BT Zero Double Generalized 2
/\ A Hopf Hopf Hopf
Projection dans le plan f, — w des branches de LP Courbe de réponse - f, = 0.15N
24l /LE E:::EIEEQ Bifu;-cation Cusp CP T T T
LP branche C —— 4 | Stable J
2.2 F B Instable
LP
apparition TSRS ET SO~ ottt NS
g isolas 3 solutions = 3F 1
© 1.8~ : 11 Do e —
— ()
qs_, CPC : -g
A o 5 solutions 22t 1
g 1 solution >|fu5|on isolas| : g
B N3 RNTTIPIRIPRRIIRRISRIPIORIOY (PR Y A POOr PO PR PR PRPRPPIPPOPSE SO
D/—{///QSO‘UHO“S i ) |
T 1 solution /ig
O 1 t
o Oll OIZ OI3 OI4 OI5 ! 2 3 4
: fO =0.15N" 5 [N] : : Fréquence w [rad/s]

Les points limites sur les branches de LP sont soit des points de formation/disparition d’isolas,
soit des bifurcations de co-dimension 2 de type Cusp (CP).
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Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

ETCIE

C . ) ) .

kl _]Jk_ my¥y 4+ %1+ kixy + kg 13 4 (0 — %) + ko(xg — x2) + kniz (g — x2)3 = fy cos(wt)
M WA M2 . . 3

7 _Mflznc_ myexy + (% — X)) + k(g —x1) + kppp(x —x1)° =0
5t 12

Structure principale : m; =1kg ¢;=0.002Ns/m  ky=IN/m  ky;; =IN/m?
NLTVA: & =m;/m, =5% c,=0.0128Ns/m  k,=0.0454N/m  ky;, =0.0042N/m?>

Courbe de réponse - f; = 0.30N Suivi de bifurcations de Neimark-Sacker (NS)
4 Stable |
Instable . —
s 35 F Instable
" NS branche 1
el | = 3 NS branche 2 ———
E E 2.5 |- Neutral'saddle - ---
: B
: 2
B =
327 | -
<
2 §
1 I -
PN
0 ‘ (¥;
1 > ; ’

Fréquence w [rad/s]
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Fréquence w [rad/s]

Absorbeur de vibrations non linéaire accordé (NLTVA)

c, |1 ) o, |2
kl k2 m15c'1 + C1561 + k1x1 +
M WA M2
By myeiy + cp(ky —%1) +
K1y Kni2

Structure principale : my =1kg

NLTVA: e =my/m, =5%

Cl =0002N5/m k1 =1N/| %
¢ =0.0128Ns/m k- =0.0454N/r N
Cusp BT Zero Double Generalized 2
/\ /“\ Hopf Hopf Hopf

Equilibrium 0

Limit Point Hopf 1

Projection dans le plan f, — w des branches de LP + NS

P branche A ——

NS branche 1

24 F Bifurcation Cusp CP
’ LP branche B NS branche 2 Bifurcation BT =m
LP branche C —— Neutral saddle = = -
2 -
18 iy
BT1
1.6 ‘
14 oo
12 bocpam®T .
& - BT4
o
1 CPB
0.8 ! ! !
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
fo [N]

Amplitude [m]

Suivi de bifurcations de Neimark-Sacker (NS)

Stable

3.5 Lk Instable

NS branche 1

3 F NS branche 2
2.5 Neutral saddle - - -~

NS

Les branches de de bifurcations de Neimark-Saker (NS) naissent et finissent aux points de bifurcations de
co-dimension 2 de type Bogdanov-Takens (BT) et deviennent des Neutral-Saddle en les traversant.

S. Baguet, INSA Lyon / LaMCoS

GDR GDM - 22-25 juin 2026, Lyon

57



Plan de la présentation

o Applications

e MEMS

S. Baguet, INSA Lyon / LaMCoS GDR GDM - 22-25 juin 2026, Lyon 58



Applications

Capteurs résonants MEMS Post-doc V.N. Nguyen (2014)

Projet Inter Carnot Ingénierie@Lyon CEA-Leti NEMROD : NEMs Resonant Oscillator for mass Detection
-mmmmmm

10 300 300 1.00 200 200 100 .. s 47 . .
] - Principe du procédé de détection par balayage
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, g S (CEA-Leti) ‘ 2 —_ 2
_” S =N - ’z’ Q. Q.
”—‘ ll’ \\\\ E @V E N VdC2=O'4V
" Electrode & N Foif Foif
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0,9 - ‘ ; ; ] é : ]
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V-N. Nguyen, S. Baguet, C-H. Lamarque, R. Dufour Bifurcation-based micro/nanoelectromechanical mass detection, Nonlinear Dyn., 2014
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Applications

Vibro-impacts dans les réseaux de tubes des générateurs de vapeur

Collaboration CEA Saclay, B. Prabel.

* GV = faisceau de tubes élancés excités par de forts écoulements diphasiques.
* Vibrations limitées par plaques entretoises et barres anti-vibratoires = contacts.

Vibrations excessives = usure = percage des tubes = mélange circuits primaire et secondaire.
Probleme aggravé par l'allongement de la durée de vie des centrales.

Cartographie des différents régimes dynamiques de contact grace au suivi de bifurcations.

Batiment réacteur Salle des machines ~ Aéroréfrigérant
(zone nucléaire) (zone non nucléaire) y

Crédit : AREVA

I m_., :
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Applications

Vibro-impacts dans les réseaux de tubes des générateurs de vapeur These P. Becerra (2021-2025)

* Modele numérique indispensable a la compréhension de courbes de réponses expérimentales.
* Point de branchement (BP) = changement régime bi-impact / régime annulaire.

* Fréquence BP indépendante de I'excentrement /y mais augmente avec I'excentrement /x.

* BP disparaissent si excentrement combiné selon x et y (brisure de symétrie). x tamm
Ly
Influence de I'excentrement /y sur les courbes de réponse —
e =0mm -
y
14 _—ey =0.2 mm N~—"1

—t =0.5mm
y

e =0.7mm
y

19.3 mm

120, Experimental

O LP bif T : T
i Double impact motion (C)
1 [| © BP bif — Orbital motion (B)
A NS bif —Low amplitude (A
(@]
= 0.8
g
0.6
0.4
0.2
0 1
0.5 1 1.5
15 : : : : :
wlw, 45 1 05 0 05 1 15
uy (mm)

P. Becerra, S. Baguet, B. Prabel, C. Grenat, and R. Dufour. Influence of symmetry breaking on the multi-stable responses of a vibro-impact system :
Experimental and numerical investigation. MSSP, 2025.
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Applications
These P. Becerra (2021-2025)

Vibro-impacts dans les réseaux de tubes des générateurs de vapeur

Recalage de parametre
par comparaison des résultats expérimentaux et du suivi numérique de bifurcations.

FRF p =0
—FRF =01 151
- + HBM stable
25 |—FRFu =02 + HBM unstable o
—FRF g = 0.5 ¢ Experimental &
2 - |—Bifurcation tracking & e
1.5 oomO®
o i
(_3 [
= °
L
— ¢
0.5 c a
W o
o
o
05 =
g %
i °® o,
®
o® °
... - "
0 : ‘
0.5 1 1.5
u}/w‘o

Résultats expérimentaux

Suivi de bifurcations par rapport au
coefficient de frottement

P. Becerra, S. Baguet, B. Prabel, C. Grenat, and R. Dufour. Influence of symmetry breaking on the multi-stable responses of a vibro-impact system :

i Experimental and numerical investigation. MSSP, 2025.
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Applications

Vibro-impacts dans les réseaux de tubes des générateurs de vapeur These P. Becerra (2021-2025)

Recalage de parametre
par comparaison des résultats expérimentaux et du suivi numérique de bifurcations.

09 r
15
+ HBM stable
« HBM unstable
¢ Experimental

lIQli’g

%5 1 j 15
w/wo
Suivi de bifurcations par rapport au Courbe de réponse pour u = 0.34
coefficient de frottement
- P. Becerra, S. Baguet, B. Prabel, C. Grenat, and R. Dufour. Influence of symmetry breaking on the multi-stable responses of a vibro-impact system :

T Experimental and numerical investigation. MSSP, 2025.
GDR GDM - 22-25 juin 2026, Lyon 64

S. Baguet, INSA Lyon / LaMCoS



Applications

Vibro-impacts dans les réseaux de tubes des générateurs de vapeur These P. Becerra (2021-2025)
Influence du coefficient de régularisation dans la loi de contact 2
Pas de modification des bifurcations jusqu’a une certaine valeur seuil. 1]
= J
~ 0 =
s 4
-1t
-2 —=0
.« . . . . . , . . - n=1e-2
Suivi de bifurcations par rapport au coefficient de régularisation ; | | -‘----gleareanf:e
4 05 0 05 1
f
—HBM stable 1071 :
—HBM unstable [—FRF
LP tracking [|~——LP tracking
3 _ |——BP tracking t|—BP tracking
2
102 1
21
o .
0
1073 ¢ 1
10-40 0‘5 1 1 ‘5 é 2.‘5 é 3‘5 4
wlw
0
% P i P. Becerra, S. Baguet, B. Prabel, C. Grenat, and R. Dufour. Influence of symmetry breaking on the multi-stable responses of a vibro-impact system :

Experimental and numerical investigation. MSSP, 2025.
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Bientot disponible !

@ / DYN2 documentation View page source

Very short introduction to DYN2
Numerical model The DYN2 project aims at solving non-linear vibration problems.

Time integration 5 A A A ; o s . 3
. It provides practical numerical nonlinear models, efficient time integration method, numerical

ESISRRAION GOPEE: Sbans continuation of periodic solution through HBM and bifurcation tracking facilities.

Tutorials
Tests overview
pyDyn2 classes and member functions

Contributing | ) {

References

Link to the Gitlab repository.
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