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Introduction
[ ]

Introduction

Description macroscopique :
< L'état macroscopique d'un fluide est décrit par quelques grandeurs :
o densité de masse p(x,t), vitesse u(x,t), température T'(x,t).

< Leur évolution est gouvernée par les équations de I'hydrodynamique.

Probleme fondamental (Hilbert, 1900) :

< Peut-on dériver rigoureusement les équations de I'hydrodynamique a partir de la
dynamique moléculaire 7
< Hilbert propose une approche en deux étapes :

o passer par un modele intermédiaire : I’équation de Boltzmann, pour un gaz parfait.
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Boltzmann
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Equation de Boltzmann

L'équation de Boltzmann s'écrit :

af
ot

Ou Q(f, f) est I'opérateur de collision :

+v-Vif=Q(f,f), [f(x,v,t) estla densité de probabilité (x,v,t).

Qf, f) = %/(ff* — [f+) B(6,V)dbdedv,, V =|v—v.|, B(6,V) est le noyau de collision.

N = 4oo,d — 0
Nd2 ~ 1

Equation de BoltzmannJ

\ /V Collisions élastiques :
v -2\7* - V2+ VE o 2
2 5 too / \ |V‘ +|‘7*| :‘V‘ +‘V*‘
Vi

Hydrodynamique
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L'opérateur de collision
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Propriétés de |'opérateur de collision

L'opérateur de collision Q(f, f) vérifie les équations de conservation suivantes :

/Q(f, f)dv =0 (conservation de la masse) (1)
/Q(f, f)vdv =0 (conservation de la quantité de mouvement) (2)
/Q(f, f)[v]?dv =0 (conservation de I'énergie) (3)

Plus généralement ¢(v) = a+b - v + c|v|? vérifie [ Q(f, f)¢(v)dv = 0. C'est un invariant

colissionels, c'est-a-dire que dans le processus de collision (v,v,) — (V,V,) :

(V) + p(vi) = o(V) + ¢(V.). (4)
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L'opérateur de collision
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Théoreme H

On définit la fonction H de Boltzmann :

H(t) = /f(x,v,t) log(f(x,v,t))dxdv (5)

Theorem (Théoréme H)

dH
Si f vérifie I'équation de Boltzmann alors a <0.

Le théoreme H traduit la " perte” de réversibilité, et ainsi I'apparition d'une fleche du temps.
Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

<« Q(f,f)=0
< f minimise la fonction H
< f est une distribution maxwelienne locale:
f(x,v,t) = A(x,t) exp (= B(x,t) [v — a(x,)[*) ,

avec A(x,t), B(x,t) > 0 et a(x,t) € R3.
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L'opérateur de collision
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Moments de la fonction de distribution

Ordre Expression Interprétation
0 = /fdv Densité de masse
1 pu = /fvdv Densité de quantité de mouvement
2 /f lc|>dv | Energie interne (¢ = v — u)
2 P = /fc ® cdv | Tenseur des pressions
3 q= %/f lc|*cdv | Flux de chaleur

Gaz parfait monoatomique

2 1
p=3pe (p= gTr(P)), e= 3kl T(x,t) = température locale du gaz,

kp = constante de Boltzmann
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Vers I'hydrodynamique
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Equations de conservation

Si f satisfait I'équation de Boltzmann alors, en intégrant par rapport a v :
8t/fdv + Vx./fv dv=0 (conservation de la masse)
O / fvdv+ Vy. / fvevdv=0 (quantité de mouvement)

1 1
8t/f §|v|2dv + Vx./f§|v|2vdv =0 (énergie)
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Vers I'hydrodynamique
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Equations de conservation

On peut réecrire les équations de conservations a I'aide des quantités définies, ce qui conduit
aux équations de conservation locales :

Forme intégrale locale :

Op+ Vx-(pu) =0 (conservation de la masse)
O(pu) + Vx - (pu@u+P) =0 (quantité de mouvement)
O (ple+iu?)+Vx - (a+P-u+pu(e+ifuf®)) =0 (énergie)

Remarque : Ces équations ne sont pas encore fermées. A ce stade, les quantités P et q
dépendent encore de la distribution f compléte. Le passage au régime hydrodynamique
(changement d'échelle) permettra de relier ces quantités aux variables (p,u, e).
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Vers I'hydrodynamique
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Equation de Boltzmann adimensionnée

On introduit les grandeurs caractéristiques suivantes :
< Une longueur macroscopique L et un temps macroscopique 7 caractéristiques du
systeme,
< Une vitesse thermique de référence (microscopique), donnée par :

2kpT
vr =\

On définit alors les variables adimensionnées :

X A t v A N m . .
X = —_— = —_— Vv = -_— X vV = — B = 2 B .
X= T t 7 v - f(x,%,7) L%?)Tf(x,v,t)7 (0,V)=d°vr B(6,V)

(Strouhal), Kn = — (Knudsen).

14
ot Kn v L
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Vers I'hydrodynamique
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Développement de Hilbert

Le régime hydrodynamique pour un écoulement compressible correspond a la limite :
Kn <1, St~1

On introduit alors un petit paramétre € ~ Kn. Quand ¢ < 1, les collisions deviennent
dominantes dans I'équation de Boltzmann et pour que celle-ci reste valide

Q ~ e = f ~ Maxwellienne locale

Solution normale de I'équation de Boltzmann

On se propose un développement en puissance de € :

f(x,v, t;e) Zs”f M(x,v,t), Ai(x,te)= ZC"AEn)(X,t), Ag”) = /f(")widv

wl = 1) ’(/}2 = Vg, ’(/}3 = Uy, ’(/)4 = Uz, ¢5 = |V|2
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Vers I'hydrodynamique
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Opérateur de collision linéarisé

Il est utile d'introduire |'opérateur de collision linéarisé L, défini par :
Lh=2(f)71 (™, fOn) (6)

Propriétés de £

< ker £ = span{t)y, o, 13,104,105} ol les fonctions 1); sont les invariants collisionels

<« L'équation Lh = g admet une solution unique si g € (ker £)*, c'est-a-dire si g est
orthogonal au noyau de £ (condition de compatibilité).

< Dans ce cas, la solution générale s'écrit :

5

h=h+> ai;, olhe (kerL) eta; €R.
i=1
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Vers I'hydrodynamique
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Développement de Hilbert

On injecte le développement de f dans I'équation de Boltzmann et en regroupant les termes
par ordre en €, on obtient :

Hiérarchie des ordres en ¢

o) 0=Q(f”, )

O(e) FO = fOpM M) = 1) /£(0)
n—1

O(e™) fr=b — Z Q(f™, fir=m)y = fO cpm) — p) = () /p(0)
m=1

Remarque : On peut montrer que f(x,Vv,t;¢) est uniquement déterminée par p;(x,t = 0;¢) :
la dérivée partielle de f par rapport au temps est uniquement fonction de (p,u,T)(x,t).
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Vers I'hydrodynamique
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Ordre 0 : Euler

A l'ordre 0, Q(f(©, £ = 0 implique que f(© est une maxwellienne locale :

©) (x, ) v —u®(x,1)?
© o P9 (x, _vourx )"
f(x, v, ) (27 RTO) (x, 1))3/2 eXp( 2RTO) (x,t) )

On en déduit :
PO =pI, q® =0

Et la condition de solubilité f(o) € ker £+ nous redonne les équations de conservation locale,
dans le cas d'un fluide parfait :

Hydrodynamique non dissipative
A:p @ + Vi - (pOu®) =0
A (pOu) + v, - (pVu® @ u®) = v p©®

o, (p(m (em) + L u©@p )) 1V, (p(o>u<0) + pOu© (e<0> " %|u(0)‘2)> _0

Bilan : A 'ordre 0, (p(@,u(®, e(0)) vérifient les équations d'Euler.

V.
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Vers I'hydrodynamique
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Ordre 1 : Navier-Stokes

On peut prendre a l'instant ¢t =0 :

AP (x,0) = Ai(x, 05¢)
AM(x,00=0, Yn>1

Afin de déterminer ) on doit évaluer f(o) et comme f(©) est fonction de ¢ et x qu’a travers

Ai(x,t) ona:
(0) (x. v 1) = = of© (0) (0)
Y, v, t) = gl NG (@pi + v.VxA; )

En évaluant I'expression au temps ¢t = 0 on obtient, en utilisant les équations d'Euler :

jol  —ol Lor e (L 5\ i Lou: [eoc— Lepr
=0 2T RT RT 3
—_—
=A(c) =B(c)
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Vers I'hydrodynamique
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L’expression pour f(1) s’en suit :

FO Z £(0) {a(|C>T) VT AW + b(lc|, T)

1 T
el S D) B [ D(w = (Yt (Tu)")
(7)
On peut alors calculer les corrections au tenseur des contraintes et au flux thermique :
2
PY = X\ (V.-u)I—pD(u), At =0, Ap>0
q(l) = -k VT, k>0

Les coefficients de transport sont donnés par :

w=— dm /+0<> FO @) b(r, T) rodr
15RT J, ’
2 [T (72
=___ (0) 6 ("
K 3T ), f2r)alr, T)r (RT 5) dr.
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Vers I'hydrodynamique
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Equations de Navier-Stokes

L'expression générale pour f() est f(1) = F) 1575 g0, O ot f) € ker L+ et a; € R
est fonction du temps. La condition de solubilité impose que f(1) =0, c’est a dire :

8tA§1) + V. /f(l)vwidv + Zaj /vwi ® wjf(o) dv s =0
J

D'autre part, la condition de solubilité f(©) = 0 donnait :

A + v, ( / FO gy dv> =0

Ainsi, sommant les deux contributions on obtient :
5‘,5(A§0) + 5Az(»1)) + Vx. /f(o)wivdv + 5/f(1)v1/)¢dv + 5Zaj /vwi ® wjf(o) dv ;=0
J
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Prenant t = 0, on a que A; = A(9) et Agl) =0 (donca; =0)ona:
Op+Vx-(pu) =0
O(pu)+Vx-( pu@u+pl +e P )=20

—_——
:/f(o)v@)vdv :/f_(l)V@)VdV

9 (p (e + 3luf*)) + V- (pu(e+ 3uf’) +pute gV +PY.u )=0
~—_————

Z/f(o)%|v\2vdv :/f(l)%\ﬂzvdv

Les termes correctifs en € proviennent de la contribution de f(1) agissant que sur les moments
d'ordre 2 : tenseur des pressions et flux de chaleur.
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Vers I'hydrodynamique
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En tenant compte de I'expression de P()) et q(*) on obtient:

Hydrodynamique dissipative : Navier-Stokes-Fourier

Op+ Vx - (pu) =0
O(pu) + Vx - (pu®@u)=-Vp+ V.71

3 (p(e+ 3/ul®)) + Vi - (pu(e+ 3uf’) + pu+q) = Vi - (7-u)

avec :
T:N(VU-F(Vu)T—%(V-u)I), q=—rVT

Bilan : Ces équations décrivent un fluide visqueux compressible avec conduction thermique.
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Approches alternatives

Au-dela de la méthode d'Hilbert, d’autres approches permettent de relier I'équation de
Boltzmann aux équations de Navier—Stokes :
< Le développement de Chapman—Enskog, également basé sur une expansion en nombre
de Knudsen.
< La méthode des moments de Grad, reposant sur une fermeture hiérarchique du systeme
des moments.
< Des modeles simplifiés de collisions, comme le modéle BGK (Bhatnagar-Gross-Krook) :
0
o =122

qui approxime le retour vers I'équilibre local, utilisé notamment en méthode de
Boltzmann sur réseau (LBM).
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Vers I'hydrodynamique
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Perspectives

o Passage de Boltzmann a Navier-Stokes sur des variétés : depuis la relativité générale, et
également dans le cas non relativiste.
o Applications a la LBM.
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