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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Fibré vertical et fibrés horizontaux d'un fibré

Soient (E, M, m, F) un fibré et (TE, E, 7¢) le fibré tangent de E.

Proposition

L'ensemble V(E) = (Tx)71(0,,(M)) est une sous-variété lisse de TE
de dimension dim(E) et (V(E), E, (7e)|v(k)) est un sous-fibré vectoriel
de (TE, E,7e) dont le rang est égal a dim(F) et qu'on appelle le fibré
vertical de (E, M, x, F).

Pour tout x € E, on a donc V,(E) = Ker(Tym) = TxEr(x) € TXE.

Définition

On dit qu'un sous-fibré vectoriel (H, E, (e)|1) de (TE, E, 7g) est un fibré
horizontal de (E, M, m, F) lorsqu’il vérifie Hy & Vi (E) = TYE
pour tout x € E.

Le rang de (H, E, (7e)|1) est donc égal a dim(M).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Soit (H, E, (7e)|4) un fibré horizontal de (E, M, , F).

Définition

L'application C : TE — TE qui a chaque £ € TE associe la projection de
§ sur Vo (e)(E) parallelement a H,_) s'appelle la connexion d'Ehresmann
sur (E, M, m, F) associée a (H, E, (7¢)|H)-
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Caractérisation des connexions d'Ehresmann.

Proposition

Pour toute application C : TE — TE et tout sous-fibré vectoriel
(H, E,(7e)n) de (TE, E,7), les assertions suivantes sont équivalentes :

o (H,E,(7e)H) est un fibré horizontal de (E, M, n, F) et C est la
connexion d'Ehresmann sur (E, M, m, F) associée a (H, E, (7¢)|H)-

@ Ona V(E)= C(TE), H= C(0,.(E)) et C est un endomorphisme
du fibré vectoriel (TE, E, Te) au-dessus de E qui vérifie CoC = C .

Lorsque ces assertions sont satisfaites, on dit que C et (H, E, (7¢)1)
sont associés.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré vectoriel

Relévement vertical d'un fibré vectoriel
Soit (E, M, 7) un fibré vectoriel.
Etant donné un point p € M ainsi que des vecteurs x et y de |'espace

vectoriel Ep, onax+ty € E, C E pour tout t € R, ce qui entraine

T | (x+ty) € TLE.

Il en résulte que pour chaque x € E on peut considérer I"application

Lx o Ex(x) — TxE définie par 1x(y) = —(x + ty) .

dt |

On vérifie que ¢y est linéaire et injective d'image égale a V,(E).
Elle permet d'identifier TeEr(x) = Ker(Tym) = VW(E) C TLE
avec |'espace vectoriel Ep .

On I'appelle le relévement vertical de (E, M, x) en x.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré vectoriel

Relévement vertical d'un fibré vectoriel
Considérons la sous-variete ExyE = {(x,y) € EXE | n(x) = w(y)}
(appelée le pullback de (E, M, 7) par m) de la variété lisse E x E.

Définition

L’application ® : ExyE — V/(E) définie par ®(x,y) = itx(y)
s'appelle le relevement vertical de (E, M, ).

On vérifie que ® est un isomorphisme du fibré vectoriel (E xpE, E, proji)
sur le fibré vertical de (E, M, ) au-dessus de E.

Définition

Le champ de vecteurs Z sur E défini par Z(x) = ®(x, x)
s'appelle le champ de vecteur canonique de (E, M, ).

On vérifie que Z est le champ de vecteurs fondamental sur E associé a
1 € R pour I'action lisse de R* sur E définie par A * x = Ax (dans Ey(,)).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré vectoriel

Connecteurs sur un fibré vectoriel

Définition

Un morphisme K : TE — E du fibré vectoriel (TE, E, 7g) dans le fibré
vectoriel (E, M, ) au-dessus de m qui vérifie K(®(x,y)) =y pour tout
(x,y) € ExmE s'appelle un connecteur sur (E, M, 7).

On en déduit que K est surjectif car on a K(Z(x)) = x pour tout x € E.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré vectoriel

Connecteurs sur un fibré vectoriel

Proposition

Etant donné des applications C : TE — TE et K : TE — E,
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

o C est une connexion d'Ehresmann sur (E, M, )
et on a K(&) = projo(®1(C(€))) pour tout £ € TE.

e K est un connecteur sur (E, M, )
etona C(&) = ®(7e(€),K(E)) pourtout & € TE.

Lorsque ces assertions sont satisfaites, on dit que C et K sont associés.

Lorsque ces assertions sont satisfaites, le fibré horizontal (H, E, (7))
de (E, M, ) associé a C vérifie

H = K(0(M)) = {¢ € TE | K(&) = Ox(m(7(£)))}
sachant que K est morphisme du fibré vectoriel (TE, E, 7¢) dans le fibré
vectoriel (E, M, ) au-dessus de .
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Plan de I'exposé
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Dérivations covariantes sur un fibré vectoriel

Sections d'un fibré vectoriel

Soit (E, M, 7) un fibré vectoriel.

Etant donné une variété lisse N et une application lisse h: N — M,
on note M,(N, E) le sous-module sur C™(N,R) de C™(N, E) constitué
des sections lisses de (E, M, ) le long de h (applications lisses

o : N — E qui vérifient moo = h).

Pour tous 01,02 € Th(N, E), on a donc (01, 02) € (ExmE)N.

Lorsqu'on a N = M et h = I, I'ensemble [,(N, E) se réduit a celui des
sections lisses ['(E) de (E, M, ) parmi lesquelles figure la section nulle
0 : M — E définie par 0.(p) = le vecteur nul de I'espace vectoriel Ep.

Lorsqu'on a E = TM et m = 7y, |'ensemble '(E) n'est autre que celui
X(M) des champs de vecteurs lisses sur M.

Lorsqu'on a (E, M, ) = (R, {0},0) et h = 0, I'ensemble I,(N, E) est
égal a C™(N, R).
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Dérivations covariantes sur un fibré vectoriel

Définition (Koszul)

On dit qu'une application V : TN xT,(N, E) — E est une dérivation covariante
sur (E, M, ) le long de h lorsque les trois propriétés suivantes sont satisfaites :

@ Pour chaque o € Ty(N, E), I'application partielle V(o) : TN — E est
un morphisme du fibré vectoriel (TN, N, 7y) dans le fibré vectoriel (E, M, )
au-dessus de h.

® V,(o1+ 02) =V%(01) + Vi (02) pourtousv € TN et 01,02 € Th(N, E).

o V,(fo)=f(q)V(o)+ (T4f-v)a(q)  (régle de Leibniz)
pour tous g €N, v € T,N, f € C™(N,R) et o € Ty(N, E).

Il est a noter qu'en vertu du premier point les égalités dans les deuxiéme
et troisiéme points ont lieu dans I'espace vectoriel Epq).

Lorsqu'on a N = M et h = I, on dit tout simplement que V est une
dérivation covariante sur (E, M, ).
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Plan de I'exposé
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Application covariante associée a une connexion

Soient (E, M, ) un fibré vectoriel et C une connexion d'Ehresmann
sur (E, M, 7) pour laquelle on note K le connecteur associé.

Etant donné une variété lisse N, on a alors le résultat suivant.

Proposition

Pour chaque o € C™(N, E), I'application V(o) : TN — E définie par
V(o) = K(To(v)) est un morphisme du fibré vectoriel (TN, N, )
dans le fibré vectoriel (E, M, ) au-dessus de moo.
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Application covariante associée a une connexion

Soit a présent une application lisse h: N — M.

Définition

V:TN x T(N,E) — E
(v,0) — V(o)
covariante sur (E, M, ) le long de h associée a C.

L application s'appelle |'application

Pour chaque o € T(N, E), I'application partielle V(o) : TN — E est
donc un morphisme du fibré vectoriel (TN, N, 7y) dans le fibré vectoriel
(E, M, 7) au-dessus de h.
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Application covariante associée a une connexion

Est-ce que V est une dérivation covariante sur (E, M, 7) le long de h?

Réponse : non, la raison étant que pour g € N, v € TN et 01,02 € Th(N, E)
on a T(al)(v) = Tq(Ul)'V € 7:71(q)E et T(O’Q)(V) = 7_q(0'2)'V € 7:72(q)E ,

ce qui ne permet pas d'additionner T(o1)(v) et T(o2)(v) dans TE

en tant qu'espace total du fibré vectoriel (TE, E, 7¢) afin d’avoir |'égalité
T(o1 4+ 02)(v) =T(o1)(v) +T(02)(v), a laquelle il suffirait d'appliquer K
pour obtenir V, (o1 + 02) = Vi (01) + W, (02), sachant que K : TE — E est
un morphisme du fibré vectoriel (TE, E, 7¢) dans le fibré vectoriel (E, M, )
au-dessus de ...

Comment remédier a ce probléme?

Réponse : en considérant un fibré vectoriel d'espace total TE qui soit
différent de (TE, E, 7¢) et tel que pour tous v € TN et 01,02 € [H(N, E)
les éléments T(o1)(v) et T(o2)(v) de TE appartiennent & une méme fibre
(espace vectoriel) pour pouvoir étre additionnés.
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Plan de I'exposé
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Fibré vectoriel dérivé d'un fibré vectoriel

Nouvelle addition B
On se donne un fibré vectoriel (E, M, 7).
Soient S : ExyE — E (somme) et ¢ : E — E (symétrie centrale)
les applications lisses définies par S(x,y) = x+y et c(x) = —x..
Pour tous (x,y) € ExmE, on a évidemment 7(x + y) = w(x) = 7(y)
et m(—x) = 7(x), ce qui s'écrit

moS = Toproj; = mOprojo et mToc = T .

Considérons la sous-variété TE xpyTE = {(&,m) € TEXTE | Tn(§) = Trw(n)}
(appelée le pullback de (TE,TM,Tr) par Trr) de la variété lisse TE X TE.

Proposition
On a T(ExmE) =TE xymTE dans T(ExE) =TEXTE.

En désignant par k > 0 le rang du fibré vectoriel (E, M, ), on remarque que
(TE, TM, T, IR?*) est un fibré (a priori non vectoriel), ce qui conduit & munir
TE de la loi interne B : TE xpmTE — TE (somme) définie par

§Bn =T5(&n) .
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Fibré vectoriel dérivé d'un fibré vectoriel

Nouvelle addition H

Pour chaque u € TM, on note (TE), = (Tx)*(uv) = U{¢ € TXE | Thm-£ = u}

. x€E,
la fibre de T au-dessus de w. (k)

Proposition

Les propriétés suivantes sont satisfaites :

@ Pour tousu € TM et §,n € (TE),, ona EBn=nBE € (TE), .
@ L'application O, = T0, : TM — TE vérifie T o O = Iy .

@ Pour tous u € TM et £ € (TE),, on a Or(u) € (TE),
et EBOr(u)=&. (Op(u) est le neutre pour B dans (TE),)

® Pour tous u € TM et £ € (TE),, on a Tc(§) € (TE),
et EBTc(E) =07:(u) . (Tc(&) est I'opposé de & pour B dans (TE),)
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Fibré vectoriel dérivé d'un fibré vectoriel

Nouvelle multiplication par un scalaire [

Soit P : Rx E — E (produit externe) I'application lisse définie par P(A,x) = Ax .
Pour tous x € E et A € R, on a évidemment 7(Ax) = 7(x), ce qui s'écrit

mo[P(A,)] = 7 .

On munit TE de la loi externe 0 : RxTE — TE (produit externe) définie par
AL E=TIP(A,)I(E) -

Proposition

Les propriétés suivantes sont satisfaites :

@ Pourtousu € TM, A€ R et& € (TE),, ona AL € (TE), .

@ Pour chaque u € TM, I'ensemble (TE), est un espace vectoriel réel
lorsqu’il est muni des lois B et [.
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Fibré vectoriel dérivé d'un fibré vectoriel

Tout ce qui précéde permet finalement d'obtenir le résultat suivant.

Théoréme

On a les propriétés suivantes :

o Lorsqu'on munit TE des lois B et [, le fibré (TE, TM, T, R?) devient
un fibré vectoriel (TE, TM,Tr) qu’on appelle le fibré vectoriel dérivé
de (E, M, ).

e En désignant par A un atlas vectoriel qui définit (E, M, ), I'ensemble
{(TU,Ty) | (U,p) € A} est un atlas vectoriel qui définit le fibré
vectoriel dérivé (TE, TM,Tr) de (E, M, ).

Bien que Tmr : TE — TM soit un morphisme du fibré vectoriel (TE, E, 7¢)
dans le fibré vectoriel (TM, M, 1) au-dessus de T, il est & noter que

T : TE — E n’est pas un morphisme du fibré vectoriel dérivé (TE, TM, Tr)
de (E, M, 7) dans le fibré vectoriel (E, M, ) au-dessus de 7.
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Fibré vectoriel dérivé d'un fibré vectoriel

Un exemple important : le deuxiéme espace tangent

On suppose ici qu'on a (E,M,w) = (TM, M, 7y) et on note n = dim(M) > 1.

Il'y a alors un lien entre le fibré vectoriel dérivé (T(TM),TM,Tmy) de (TM, M, 1)
et le fibré tangent (T(TM), TM, 71p) de TM qui est donné par le résultat suivant.

Théoréme

Il existe une unique application k : T(TM) — T(TM) qui vérifie les trois
propriétés suivantes :

@ K est un isomorphisme du fibré tangent (T(TM),TM, 71p) de TM sur le
fibré vectoriel dérivé (T(TM),TM,Try) de (TM, M, 1) au-dessus de TM.

@ row=Irqm) . (k estinvolutive)

@ Pour toute fonction lisse f : M — R, on a [T(Tf)]ox =T(Tf) .

On I'appelle I'involution canonique du deuxiéme espace tangent T(TM) a M.

Pour chaque carte (U, ¢) sur M, on a (T (TU)) = T(TU), et pour tout (x,y, a, b)
dans o(U)xR'xR'xR"on a [T(T)|(x([T(Te)] 2(x,y,a,b))) = (x,a,y,b) .
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Dérivation covariante associée a une connexion linéaire

Application covariante et H

Soient (E, M, 7) un fibré vectoriel et C une connexion d'Ehresmann sur (E, M, )
pour laquelle on note K le connecteur associé et (H, E, (7e)|) le fibré horizontal
de (E, M, ) associé.

Proposition

Les assertions suivantes sont équivalentes :

® Pour tout (&§,1) E TExtMTE, ona {meH — EHneH.
® Pour tout (§,n) € TExtMTE, ona C(EHn) = C(&) B C(n) .

@ Pour tout (&,1) € TExtMTE, on a K(EBn) = K(&) + K(n) .

@ Pour chaque variété lisse N et pour chaque application lisse h: N — M,
I'application covariante V : TN X T4(N, E) — E sur (E, M, x) le long de h

associée a C vérifie V, (o1 + 02) =V, (01) + Vi (02) pour tous v € TN
et oy1,07 € I'h(N, E)

@ Idem qu’au point précédent avec N = M et h = I, seulement.
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Dérivation covariante associée a une connexion linéaire
Application covariante et [

Soient X, Y et Z des variétés lisses et F : XxY — Z une application lisse.
Pour tous (x,y) € XxY et (u,v) € TXXTY, on a

T(X’y)F-(u,v) = T.F(,y)u+ T,F(x,)v .

Proposition

Pour tous \,t e R, x € E et £ € TLE, on a
T(,\,X)P-(t,f) = ®(Ax, tx) + \D¢ .
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Dérivation covariante associée a une connexion linéaire

Application covariante et [

Les assertions suivantes sont équivalentes :
@ Pourtous e Reté € H ona ALIEe H.

@ Pourtous \€Ret{ € TE, ona C(ALE) =AEC(E) .
@ Pourtous A€ R et € TE, ona K(AEE) = AK(E) .

Pour chaque variété lisse N et pour chaque application lisse
h: N — M, l'application covariante V : TN x T,(N,E) — E
sur (E, M, ) le long de h associée a C vérifie

V(fo) = f(q)V (o) + (Tqf-v)o(q)  (régle de Leibniz)
pour tous g € N, v € TyN, f € C(N,R) et o € Ty(N, E).

Idem qu’au point précédent avec N = M et h = Iy, seulement.
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Dérivation covariante associée a une connexion linéaire

Conséquence

Les assertions suivantes sont équivalentes :

e Pour chaque u € TM, I'ensemble H N (TE), est un sous-espace
vectoriel de (TE), pour les lois B et [.

o C est un endomorphisme du fibré vectoriel dérivé (TE,TM,Tr)
de (E, M, ) au-dessus de TM (on dit que C est linéaire).

@ K est un morphisme du fibré vectoriel dérivé (TE,TM,Tr) de (E, M, )
dans le fibré vectoriel (E, M, ) au-dessus de 1.

o Pour chaque variété lisse N et pour chaque application lisse
h: N — M, l'application covariante V : TN x T,(N, E) — E
sur (E, M, ) le long de h associée a C est une dérivation covariante
sur (E, M, ) le long de h.

@ Idem qu'au point précédent avec N = M et h = 1, seulement.
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Connexion linéaire associée a une dérivation covariante

Condition nécessaire

Soient (E, M, 7) un fibré vectoriel et V : TM xT'(E) — E une dérivation
covariante sur (E, M, 7).

Supposons qu'il existe une connexion d'Ehresmann linéaire C sur (E, M, )
telle que V soit associée a C.

En désignant par K le connecteur associé a C et par (H, E, (7e)|4) le fibré
horizontal de (E, M, ) associé¢ a C, on a alors H={£— C(£) | E€TE} .

Or, étant donné £ € TE et o € T(E), le vecteur v = Tw(§) € TM vérifie
Tr(To(v)) = v = Tw(&) sachant qu'on a moo = Iy, ce qui entraine
Tr(€ —To(v)) = 0-(mm(Vv)), c'est-a-dire n =& —To(v) € V(E) .

Onadonc £ —C(&) = (n+To(v)) — C(n+To(v))
= +To(v)) = C(n) = C(To(v)) = n +To(v) —n — ®(7e(To(v)) , K(To(v)))
=To(v) — ®(a(tm(v)), V(o)) .

[l en résulte H = {To(v) — ®(c(mm(v)), V(o)) | vETM et 0 € T(E)} .
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Connexion linéaire associée a une dérivation covariante

Condition suffisante

Ceci nous améne a considérer |'ensemble
H = {To(v) — ®(c(mm(v)), V(o)) |veTM et o € T(E)} CTE

et a montrer que (H, E, (7)) est en fait un fibré horizontal de (E, M, )
avant d'étudier /e lien entre V et la connexion d’'Ehresmann C sur (E, M, 7)
associée a (H, E, (1) |1)-

Pour chaque x € E, posons Hy = HNTE, ce qui donne
Hx = {Tryo-v — ®(x, V(o)) |
v € T ()M et o € T(E) vérifiant o(7(x)) = x} C TLE .
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Connexion linéaire associée a une dérivation covariante

Prolongement d'une section

Soient U un ouvert de M et 0 € Iy, (U, E).

On se donne une partie compacte K de M et un ouvert V de M qui
vérifient V C K C U ainsi qu'une fonction f € C™(M,R) telle qu’on ait
f|-\/:]. et f|-I\/I\K:0-

Proposition

L’application o : M — E définie par o(q) = f(q)0(q) pour q € U
et o(q) = 0:(q) pour g € MU appartient a I'(E).

Ceci montre qu'il existe un prolongement o de ), a M qui est dans '(E).
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Connexion linéaire associée a une dérivation covariante

Expressions locales

En désignant par k > 1 le rang du fibré vectoriel (E, M, 7) et en posant
n:=dim(M) > 1, on considére une carte (U, = (t1,...,t,)) sur M
et un repére mobile F = (w1, ...,wx) pour (E, M, ) au-dessus de U.

On note VY : TUxT (U, E) — E la dérivation covariante sur (E, M, )
induite par V sur U.

Pour chaque (i,j) € [1, n] x[1, k], les fonctions
k
’Y‘(}J), ey ’m‘(,j) € C(U,R) définies par Va%(q)(wj) :;nf’j)(q)wg(q)

pour tout g € U s’appellent les symboles de Christoffel de V sur U
relatifs a (U, ) et F.

P. Verovic Connexions linéaires = Dérivations covariantes



Connexion linéaire associée a une dérivation covariante

Expressions locales

Etant donné o € I'(E), il existe une unique famille (a1, ..., )
d'élements de C°(U, R) telle qu’on ait oy =aiwr + -+ oWk -

D’autre part, étant donné g € U et v € TgM, il existe une unique famille

(b1,...,bp) de nombres réels vérifiant v = by %(q) £ by, It (q)

On obtient alors les expressions

k n k
Toov =Y (oda)ula) . | 2 bildy-0ea)|wa)) +Dadq) B Towv
/=1 i=1
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Connexion linéaire associée a une dérivation covariante

On en déduit un premier résultat.

Proposition (clé)

Pour tous g € U, v € TyM et o € T(E), on a I'implication
(#(a) = 0x(q) et V() = 0x()) = Tqo-v = 0p(o(q))

Il 'en résulte que pour tous g € U, v € TyM et 01,07 € ['(E) qui vérifient
01(q) = 02(q) et Vi(o1) =V (02) ona Tg(o1)v=Tg(02) v .
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On a en outre le résultat important qui suit.

Théoreme (clé)
Il existe un ouvert V de M contenu dans U et une famille (0x) e (v,
d'éléments de ['(E) qui vérifient les propriétés suivantes :

@ Pour tout x € 7 1(V), on a ax(m(x)) = x .

® Pour tous x € T (V) et v € Tr,y)M, on a V,(0x) = Ox(m(x)) .
Y (V)xM — E

God) —> o) est lisse.

@ L'application

D’aprés 'expression de VY ci-dessus, les deux premiers points signifient que
pour chaque (i,¢) € [1,n] x[1, k] on a aj(m(x)) = x¢ et
k

(302 )Mm() = D _Wiym()g pour tout x € w4(V)

en écrivant x = xywi + - - + Xxwk et (0x)ju = afwr + -+ + o wk.
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Fixons donc un ouvert V de M contenu dans U et une famille (0x),c.-1(v)
d'éléments de I'(E) qui vérifient les propriétés du théoréme clé ci-dessus.

Pour chaque x € m1(V), on a alors Hyx = Tr(x)(0x)-(Tr(x)M) d'apres
la proposition clé ci-dessus, ce qui prouve que Hy est un sous-espace
vectoriel de T E.

De plus, comme on a TroT(ox) =T (moox) = T(Ipm) = Irum, 'application
tangente T(oyx) : TM — TE de 0y : M — E est injective, et par suite
Te(x)(0x) = TryM — TE est injective, ce qui donne le résultat suivant.

Proposition

Les propriétés suivantes sont satisfaites :

e La dimension de Hy est égale a dim(M).
@ Ona HyN V(E) ={0,(x)}.
o On a Hy & Vi(E) = T;E.
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Enfin, en notant Hy = HNT(7(V)) et en considérant |'application
K T(m (V) — 77H(V) définie par k(&) = 7e(£) , on obtient le
résultat suivant grace au troisiéme point du théoréme clé ci-dessus.

Proposition

Le triplet (Hy , 7 *(V), K, ) est un sous-fibré vectoriel du fibré tangent
(T(rY(V)), m1(V), k) de l'ouvert 771(V) de E.

v

Conséquence

Le triplet (H, E, (7e)|1) est un fibré horizontal de (E, M, )
qui est dit associé a V.

Définition

La connexion d’Ehresmann C sur (E, M, ) associée a (H, E, (7¢)|1)
est dite associée d V.

— = = = YT
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A présent, étant donné (&,1) € T(ExyE) = TE xrmTE, posons x = 7e(€) € E,
y=1m:(m)€eE q=nx)=n(y)e Metv =Tm-{=T,mnecTM.

Si g appartient a V et si £ et 7 appartiennent H, alors on a
& =Ty(ox)-v € Hx et n="T4(0,)-veEH, |,

ce qui entraine {Hn =T, )S(§,n) = (gx(q)7gy(q))5-(7;(ax)-v , Tq(oy)-v)
= T(ax(q)my(q))s'[u (ox 7Uy)' v] = 7;1[50 (0x , Uy)]'V = E(O'X + Uy)'V .

En outre, comme on a V,(0x) = 0.(q) et Vi (0y) = 0(q), il vient

Vo (ox + 0y) =V (ox) + Vi(o,) = 0x(q) , ce qui donne EEn € Hyyy .

Par ailleurs, pour tout A € R, on a A& =T, [P(A,)]-€

= To(@[P(X )] (Ta(0x)-v) = Tg[P(A, ) o ox]-v = Tg(Aaw)-v

et V,(Aox) = AV, (0x) = 0,(q) , ce qui donne AL € Hyy .

Proposition

La connexion d'Ehresmann C sur (E, M, x) associée a V est linéaire.

P. Verovic Connexions linéaires = Dérivations covariantes



Connexion linéaire associée a une dérivation covariante

Remarques

Désignons par V : TM xT(E) — E la dérivation covariante sur (E, M, )
associée a C et par (H, E, (7)) le fibré horizontal de (E, M, 7) qui est
associé a V.

On aalors H = {To(v) — ®(a(mm(v)), V(0)) | vETM et o € T(E)} .
Or, pour tous §{ € TE et 0 € T(E), le vecteur v = Tn(§) € TM vérifie
€ —C(&) =To(v) — ®(a(mm(v)), Y (a)) d'aprés les calculs faits

ci-dessus dans la sous-section « Condition nécessaire ».

Il en résulte quona H={{—-C(§) | E€TE} =H .
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Remarques

Etant donné x € E, I'égalité H, = H, entraine alors que pour chaque
(v,0) € To(xyM xT(E) vérifiant o(7(x)) = x il existe (u,0) € T y\MxT(E)
tel qu'on ait O(7(x)) = x et

7-Tr(x)U'V - ¢(X7 VV(O')) = Er(x)e'u - CD(X ) vu(g)) € ILE .
En désignant par K : TE — E le connecteur associé a C,
on a K(®(x,y)) =y pour tout y € Er(y), d'ou il découle
Vu(0) =Vi(0) = K(Tryo-v) — K(®(x, V()
= K(Trpyov = &(x,V(0))) = K(Tr(x) 01 — & (x,Vi(0)))
= K(Tr() 0-u) — K(®(x,Vu(0))) = V() — Vi(0) = 0r((x))

par définition de V et sachant que K est un morphisme du fibré vectoriel
(TE, E,7e) dans le fibré vectoriel (E, M, ) au-dessus de 7.

Il en résulte qu'ona V=V .
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