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Qu’est-ce qu’un milieu généralisé ?

B Mécanique (de Cauchy) non linéaire en grandes déformations [Truesdell, 1965] :

® Le body B abstrait (labels des particules) ; B

® Une configuration 2 est I'image du body par un plongement p dans I'espace euclidien (&, q) ; Po p

® Pour deux configurations 2, (référence) et 12 (déformée) on définit ¢: 2y — 2 la transformation ;

® Son application linéaire tangente F est le gradient de la transformation ; QO ¥ , Q

® On suppose qu’il existe une énergie libre W avec une densité spécifique y du premier gradient en ¢ :

Wle] = j pop (@, T = F)volg

Qo
B  Un milieu généralisé a une densité d’énergie libre dépendant d’autres quantités [Forest, 2006] :
® D’un champ matriciel y, la micro-déformation, et son gradient - Milieux micromorphes ou milieux d’ordre supérieurs ;

® Du second gradient de ¢, VF - Milieux du second gradient ou milieux de degrés supérieurs ;
® Ses familles regroupent de tres nombreux sous modeles (ex : Cosserat — y est une rotation) ;

® Les milieux du second gradient peuvent étre déduit de milieux micromorphes (ex : Strain-gradient y = F alors Vy = VF).
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Problématique

B Approche géométrique intrinseque et systématique de la cinématique des milieux généralisés :

® Deéfinition des configurations géneralisées par des reperes (mobiles) au sens de [Cosserat, 1909] ;

® Pas de prise en compte de défaut [Epstein, 2007] [Yavari, 2012] [Crespo, 2024] ;

® Deéfinition intrinseque et géométrique de la micro-deformation y [Eringen, 1999] ;

® Décrire géomeétriquement les liens entre les théories d’ordre supérieur (micromorphes) [Eringen, 1999] ;

® Doit se décliner de la méme maniere entre les milieux 1D, 2D et 3D [Boyer, 2017].
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Liens entre les théories

Théories [Forest. 2006]

Premier
gradient

Ordre supérieur| |Degré supérieur
- Micromorphes 3D gl Cogques ﬂ Foutres
\ i "micromorphes” 1 “micromorphes” Liens :
:_ Strain-gradient : : -
P : v s " == Diminution de la dimension
i ' ' i
i A 4 : [ 1 [ Independance de
:_ Cosserat 3D n Reissner-Mindlin " Simo l'energie elastique
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Y Réduction d'un groupe
Cauchy 3D —}- Membranes —} Barres
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Configuration généralisees

- Reperes mobiles [Cartan, 1935]

B Unrepére ponctuel Ry en un point X de 'espace euclidien £ est soit : | 1 0 0
® Une base non-orthonormale (v;) de I'espace tangent Ty € en X ; L .
* vl::RX 0 vz.—RX 1 U3.—RX 0

® Unisomorphisme linéaire de R3 dans T, € ;

m Fibré des repéres R(€) :

R(E) = U{RX repere ponctuel en X € £ }

X€E
m~1(X) est 'ensemble des repéres ponctuels Ry au

B La projection canonique m associe a un repere Ry son origine X ; point X (fibre au dessus de X)

m Un repére mobile est une application lisse R: X — Ry (section du fibré des repéres)

® R |e repére (mobile) canonique de € ~ R3, R : X — (eq, ey, €3)

B Action a droite du groupe structural des transformations inversibles A € GL;(R) :

RyA:=RyoA€n 1(X)
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Configuration généeralisees

- Reperes mobiles [Cartan, 1935]

Un repére ponctuel Ry en un point X de I'espace euclidien & ;

Fibré des repéres R(E);

La projection canonique m associe a un repéere Ry son origine X ;

Action a droite du groupe structural des transformations inversibles A € GL3;(R) : RyA := Ry c A € 7'[_1(X)

Un repére mobile est une application lisse R: X — Ry (section du fibré des repéres)

m Trivialisation du fibré des reperes R(€) :
R(E) - €& XGL3(R)

R N X, G G est la matrice de
X Eo) changement de base
m L’action a droite s’écrit alors : entre Ry et R@"

RyA - (X, GA)
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Configuration généralisees

B Un repere mobile est une application lisse R: X — Ry B (labels of the neutral fiber)
I |
0 b L
m Une configuration généralisée K est un repére mobile sur la Ref T
conmig . . eference Deformed
Conf|gurat|0n ‘Q (CIaSSIque) de la fibre neutre [Cosserat’ 1909] Ko (frames along the neutral fiber) K (frames along the neutral fiber)
® B =[0,L] estle body (label des particules) ; \A/
® »:B - (1 estle plongement (classique) des origines des repéres ; Pl W h
® P:B - X estle « plongement » généralisé. \X B /(’Tﬁﬁ‘j‘*
\“ l]r\llhj*llll]-'\‘lflﬂ

\
m Configurations de référence :

“transformation)

® Généralisée X, / classique 2 [
. . . ’ . ’ ’  (neutral fiber) : Q) (nentral fibex
m Configurations déformées :

® Généralisée K / classique 2
| R (canonical frame)

& (Euclidean space)
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Configuration généralisees

- Définition par le « plongement » genéralisé

B Un repere mobile est une application lisse R: X — Ry B (labels of the neutral fiber)
B Une configuration généralisée K est un repére mobile sur la | |
configuration (2 (classique) de la fibre neutre 0 b L
Reference Deformed
B Le « p|0ngement » généraliSé P est un repére mobile le |Ong d’'un Ko (frames along the neutral fiber) KC (frames along the neuatral fiber)
plongement p du body B dans € ; \A/
m Par conséquent, le « plongement » généralisé est une immersion \Xﬁ' ST peneraliod Nt
injective et lisse de B dans R(€), i.e. ; ‘S (Hmnriulnmlinn)

\
® Lisse, injective et son application linéaire tangente est injective.

“transformation)
)

m Un milieu généralisé est une description (plus fine) de la matiére § (neutral fiberj~") Q) (neutral hm)?\
continue par des configurations généralisés :
® Elle contient les milieux de Cauchy car elle décrit le plongement des
origines des reperes. | R (canonical frame)

& (Euclidean space)
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Transformation généralisée

B Un repére mobile est une application lisse R: X — Ry B (labels of the neutral fiber)
B Une configuration généralisée K est un repére mobile sur la | |
configuration (2 (classique) de la fibre neutre 0 b L
Reference Deformed
B La tranSformaﬁon généra"Sée oD Ko (frames along the neutral fiber) K (frames along the neutral fiber)
® Envoie les repéres de K, sur les repéres de X ; \L, \1/’
® L’image de tout repéres sur la fibre neutre peut étre déduit par : d \
\'{{—“‘.Jf \WT 'I:
@(RXA) — @(RX)A, VA E GL3 (IR) N \“\ transformation

B @ contient aussi la transformation ¢: 2, — 2 de la fibre neutre N oaormation)
® Si R, estun repére en X de 0 ; Qo (neutral fiber) )F' Q) (neutral Tibex
® Alors @(Ry) estun repére en ¢(X) de Q.

| R (canonical frame)
m Existe et est unique entre deux configurations généralisées. £ (Buclidean space)
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Transformation généralisée

- Définition geometrique de la micro-deformation

m Latransformation généralisée @:1~1(2y) - n71(2) B (labels of the nentral fiber)

. ., .2 3 . . b
B La transformation généralisée induit une transformation entre les 0 — 5
espaces tangents des configurations classiques différente de F = T : Reference Deformed

Ko (frames along the neutral fiber) K (frames along the neutral fiber)

® Lamicro-deformation y,:TyE - T,y € [Eringen, 1999] ;

® Pour Ry unrepére en X € 2, : xy = ®(Ry)Rx! \L’ \1/\

(
B Sareprésentation matricielle [xy] dans le repére R" ; \X 5 ,——("‘:%I_TT
..\‘ X I];Tlthjill‘ll]‘.-llicm
®: € xGL3(R) - & X GL3(R) N
(X) 5 (x = <P(X)) P
G g8= [XX]G "'.;'Imn%«»rm..fmu:
Qy (neutral fiber) }FV §2 (neutral hbﬂ-)?\
— can -1 can
] = RO ()™ e REM(X)

| R (canonical frame)
B [xx] etxy sonten général confondus. & (Euclidean space)
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Synthese

m Un milieu généralisé est une description (plus fine) de la matiére continue par des configurations généralisés :

® Parun « plongement » généralisé P : un repére mobile le long d’'un plongement p du body B dans € ;

® Parlatransformation généralisé ®: 7w~ 1(2,) - 7~1(Q) qui :
I Envoie les repéres de la configuration généralisée de référence X, := P,(B) sur ceux de la configuration généralisée déformée KX := P(B);
I Envoie tout les repéres sur la configuration de référence (), sur ceux de la configuration déformée Q par : ®(RyA) = ®(Ryx)A, A € GL;(R) ;
I cContient la transformation (classique) ¢: Q4 — Q car elle décrit la transformation des origines des reperes.

® Par la définition géomeétrique de la micro-déformation yy :Tx€ = Ty, x)E -
I induite par la transformation généralisée : x, = ®(Ry)Rx', Ry € m~1(X) ;

| Etsa représentation matricielle [xy] := R (¢ (X)) xx R (X).
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Classification des milieux generalises

- Des sous familles diverses : exemple des poutres

m La micro-déformation xx:TxE — T(p(X)g : B (labels of the neutral fiber)
I i
0 b L
Reference Deformed
Ko (frames along the neutral fiber) K (frames along the neutral fiber)
B Poutres de Reissner/Cosserat (Timoshenko) : \;/
® Les sections (des poutres) restent rigides -> [y | est une rotation (SO(3)) ; \L. D
® Les configurations généralisées sont les repéres mobiles orthonormés (SO(€)). \X 1 WT
\“ Ur\llhj\llll]-'\‘lflﬂ

\
B Poutres de Simo (Euler-Bernouilli) :

“transformation)
)

® Les sections (des poutres) restent perpendiculaires a la fibre neutre ; Oy (neutral fiber) 0 (chwﬁ._ﬁm
® |ien entre le gradient de la transformation F et la micro-déformation yx. BF'
| R (canonical frame)

& (Euclidean space)
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Classification des milieux généralises

- Milieux 3D micromorphes

B La micro-déformation xx:Tx€E — T(p(X)g : B (labels of the nentral fiber)

0 b I
Reference Deformed

(frames along the neutral fiber) K (frames along the neutral fiber)

m Pour H un sous groupe fermé de GL3(R) :

® Sl existe un ensemble de repéres sur lequel toute paire de reperes mobiles est reliée K,
par une unique fonction de transition lisse a valeurs dans H;

® Alors les configurations généralisées sont données par ces repéeres et (x| € H ; L \;/\

® Possible si 1/ est le groupe de symétrie d’un tenseur défini sur € [Kobayashi, 1995]. \ )
. S N
X \‘.jf_\' ( "ﬁ"("lll‘l“‘lhh'l\l{ )

transformation

m Laréduction du groupe structural donne une famille de théories micromorphes :

Milieu micromorphe Groupe

Micromorphe [Eringen, 1999] GL3(R) \...:.Imeum'\.r'Mm:
an i B Qp (neutral fiber) : ) (neutral fibez)S
Micro-stretch” [Eringen, 1999] R % SO(3)
Cosserat [Cosserat, 1909] S0(3)
Micro-dilatations [Cowin, 1985] R | R (canonical frame)
Cauchy {ider, )} & (Euclidean space)
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Classification des milieux généralises

- Milieux 3D du second gradient

B La micro-déformation xx:Tx€E — T(p(X)g : B (labels of the nentral fiber)
: :
m Par contraintes cinématiques entre y, et F (gradient de la transformation): 0 b L.
® xy = F donne la théorie du « Strain-gradient ». Reference Deformed
Ko (frames along the neutral fiber) K (frames along the neutral fiber)

m On obtient d’autres théories avec la réduction du groupe structural et la

décomposition polaire (RU) \L’ \1/’

® Entre x| etla représentation matricielle de F ; \ o
0(3) X S§(R) - GL3(R) A )
(R, U) = RU AW

Milieu micromorphe Milieu du second gradient constraint M (transformation)
Micromorphe [Eringen, 1999] GLs(R) “Strain-gradient” (p (neutral fiber) 0 ([1c1ltr-,1i“ﬁ17(;\,;)__?\‘
“Micro-stretch” [Eringen, 1999] R x SO(3) 5?'
Cosserat [Cosserat, 1909] S0(3) Couples de contraintes
Micro-dilatations R ] ﬁ“’“" (canonical frame)
Cauchy {iderL, )} & (Euclidean space)
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Classification des milieux generalises

- Poutres

B La micro-déformation xx:TxE - Tyx)E ;

m Une configuration 3D 0 d’une poutre est donnée par :
BxsS - Qcé

(bow) = p0)+P®) (D) =x+8x
® Lasection de la poutre S (dans R?) ;

® P,p les « plongements » généralisé et classique ;
p plong g q

1
® P(b) (0) doit étre tangent a la fibre neutre Q.
0

B La transformation 3D ¢ s’exprime alors :
Q: 0, - Q

® 46X estl'unique vecteur positionnant un point de I'espace
relativement au barycentre de la section en X = p,(b).
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Classification des milieux generalises

- Coques

B La micro-déformation xx:TxE - Tyx)E ;

m Une configuration 3D (. d’une coque est donnée par :
BxsS - Qcé

0
(byw) - pMB)+PMB)|[0]=X+6X
® Lafibre normale § de la plague (dans R) ;\W
® P,p les plongements « généralisé » et classique ;
1 0
® P(b) (0) et P(b) (1) doivent étre tangent a la surface moyenne Q.
0 0
B Latransformation 3D ¢ s’exprime alors : B <B0d}’)

5 0 - 5 b 0X

® 46X estl'unique vecteur positionnant un point de I'espace
relativement au centre de la fibre normale en X = p,(b).

2 (surface moyenne)
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Classification des milieux généralises

- Poutres et Coques

B La micro-déformation xx:TxE - Tyx)E ;

m Une configuration 3D () donnée par : w
BXxXS - QOcé&  — — 0X
(bw) — p(b)+Pb)W) = X + 6X B (Body)\ §)
P(b)
m La taille et la forme de & imposent des restrictions sur les /
possible pour éviter I'auto-intersection ; ) (fibre neutre)

m En utilisant les résultats de réduction structurale et de
contraintes cinématique on obtient les théories suivantes :

y W
B (Body)
Milieu 3D Coque Poutre Hypothlé::ssé:)cr:iyosri]clues sur b 5X

Micromorphe [Eringen, 1999] - - Uniformément déformées
Cosserat [Cosserat, 1909] Reissner-Mindlin Simo Rigides
Couples de contraintes Kirchhoff-Love Reissner Orthogonale a la fibre neutre
2 (surface moyenne)
Cauchy Membranes Barres Pas de résistance en flexion
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Conclusion

B Un milieu généralisé est une description (plus fine) de la matiére continue par des configurations généralisés :
® Parun « plongement » généralisé P : un repére mobile le long d’'un plongement p du body B dans € ;
® Parlatransformation généralisé ®:m~1(2,) » 77 1(Q) ;

® Par la définition géomeétrique de la micro-déformation yy :Tx€ - Ty )€ ;

B Les (sous) modeéles micromorphes et du second gradient sont obtenus :
® Pour les milieux du second gradient : par contraintes sur yx avec F (gradient de la transformation) ;

® Pour les milieux micromorphes : par une réduction du groupe structural ;
| Exemple pour les milieux de Cosserat : reperes orthonormés, [xx ] € SO(3)

m Pour les coques et poutres on peut construire un plongement 3D & partir des « plongements » généralisés.
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