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La Terre...

rayon moyen 6371.23 km, densité moyenne ' 5.51
rayon de la graine (ICB) ' 1215 km, rayon du noyau (CMB) 3481 km
densité 3.3 −→ 5.6 (CMB) 10.0 −→ 12.1 (ICB) 12.7 −→ 13.1
vitesse-P 8.0 −→ 13.6 (CMB) 8.1 −→ 10.4 (ICB) 11.0−→ 11.2 (km/s)
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Elasticité et perturbation de la gravité au premier ordre

Configuration de référence en équilibre dans le repère tournant (Ω) :

div T0 + ρ g = 0 avec g = −gradφ et ∆φ = 4πGρ− 2 |Ω|2

Evolution adiabatique :

ρ
(
∂ttu+ 2Ω× u

)
= div δET+ δE(ρ g) = divπt

(1) + ρ δLg (div T = ∇iTij)

δE, δL : perturbation eulérienne et particulaire au premier ordre

π(1) : incrément du tenseur de Piola-Kirchoff 1

δLρ = −ρdiv u δEρ = −div (ρ u) δLg = ∇g(u) + gradψ

ψ = −δEφ vérifie : ∆ψ = 4πGdiv(ρu)

Dans le noyau externe (liquide) :

T0 = −p0Id , ∇p0 = ρ g = −ρ∇φ, δLT = −κ Id ∇.u
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Les conditions aux limites

A une interface Σ solide-liquide :
[
u · n

]
= 0 et

[
δLn
]

= W[u]

W : opérateur de Weingarten sur l’espace tangent à Σ[
δL
(
T(n)

)
] = ∇[u]T0(n)[

π(1)(n)
]

= −divΣ

(
p0[u]

)
n− p0W[u]

A une interface Σ solide-solide : [u] = 0 et
[
δLn
]

= 0[
δL
(
T(n)

)]
=
[
π(1)(n)

]
= 0

A toute surface de discontinuité de ρ :

[ψ] = 0 et [gradψ] · n = −4πGρ u · n
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Les oscillations libres : un problème spectral quadratique

L’évolution dynamique dans la configuration en rotation associée à une
source S(t) est décrite par :

∂ttu + 2Ω× ∂tu + Au = S(t)

où A est l’opérateur intégro-différentiel défini formellement par :

A u =


−1
ρ

(
div
(
δLT(u)−∇T0 · u

)
−∇ · (ρu) g− ρ∇ψ(u)

)
−1
ρ
divπt

(1) −∇g u−∇ψ(u)

+ C. L.

avec :

{
δLT = c :: ∇u− div uT0 +∇uT0 + T0∇tu

πij
(1) = c :: ∇u +∇uT0

(
cijkl = cjikl = cklij

)
Fourier en temps conduit au problème spectral dans L2 ≡ (L2)3 :

L(λ) = λ2 + 2λΩ× ·+ A , A non borné
(
λ = i ω ∈ C

)
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Problèmes spectraux généralisés

X espace de Banach (réel ou complexe)

D ⊆ X est parafermé ⇐⇒ D : Banach et D ↪→ X est continue

La topologie parafermée est alors unique (graphe fermé + X séparé)

L : D→ X fermé ⇔ G(L) =
{

(x, L x), x ∈ D
}
est fermé dans X ×X

L fermé ⇒ D parafermé et L ∈ L(D,X ) : ‖x‖D = ‖x‖X + ‖Lx‖X

Famille analytique d’opérateurs à domaine D parafermé fixe :

U 3 λ 7−→ L(λ) ∈ L(D,X ) est holomorphe

Un cas particulier important :

L(λ) = A + B(λ) avec A fermé, et U 3 λ 7−→ B(λ) ∈ L(X ) holomorphe
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Opérateurs Fredholm et semi-Fredholm

Etant donnés D et X Banach, T ∈ L(D,X ), on pose :

α(T) = dim(ker T) , β(T) = codim(Im T) = dim(X/Im (T)

ind(T) = α(T)− β(T) ∈ R
(
α ou β < +∞

)
Définitions

T semi-Fredholm : Im T est fermé dans X et α(T) ou β(T) < +∞

T Fredholm : Im T est fermé dans X et α(T) et β(T) < +∞

Stabilité par perturbation (Gohberg-Krein, Kato)

Soit T semi-Fredholm alors :

tout S ∈ L(D,X ) dans un voisinage de T est semi-Fredholm avec
α(S) ≤ α(T), β(S) ≤ β(T) et ind(S) = ind(T)

T+K est semi-Fredholm avec ind(T+K) = ind(T) si K ∈ L(D,X )
est compact
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Deux résultats clefs

Soient T ∈ L(D,X ) un opérateur fermé de X et F+(X ) l’ensemble des
opérateurs dans X , semi-Fredholm d’indice < +∞ (i .e. α < +∞).

Critère de non appartenance à F+ (Kato, Wolf)

T /∈ F+(X )⇐⇒

{
∀ε > 0 ∃F ⊆ D fermé dans X :

dim F = +∞ et ‖Tx‖X ≤ ε‖x‖X ≤ ε ∀ x ∈ F

⇐⇒

{
∃ (xn)n∈N ⊂ D sans valeur d’adhérence :
∀n ∈ N ‖xn‖X = 1 et lim

n→∞
Txn = 0

Soit T ∈ L(D,X ) et supposons que D = D1 ⊕ D2, X = X1 ⊕X2 :

Décomposition de Schur (T11 ∈ Isom(D1,X1)) :

T =

(
IX1 0

T21T−111 IX2

)
︸ ︷︷ ︸

∈ Isom(X )

(
T11 0
0 T22 − T21T−111 T12

)
︸ ︷︷ ︸

∈L(D,X )

(
ID1 T−111 T12
0 ID2

)
︸ ︷︷ ︸

∈ Isom(D)
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Dans le cas hilbertien (Gohberg, suite)

Soit U 3 λ 7→ L(λ) ∈ L(D,X ) analytique (D parafermé dans X )

Si L(λ0) est semi-Fredholm alors :

∃ δ > 0 : λ ∈ U et 0 < |λ− λ0| ≤ δ =⇒ α(λ) and β(λ) sont constants

D = D1 ⊕ D2 D2 = ker L(λ0), D1 = D⊥2
X = X1 ⊕X2 X1 = Im L(λ0), X2 = X⊥1

λ ∈ disc(λ0, η) =⇒

L(λ) =

(
IX1 0

L(λ)21L(λ)−111 IX2

)(
L(λ)11 0

0 R(λ)

)(
ID1 L(λ)−111 L(λ)12
0 ID2

)
U 3 λ 7→ R(λ) = L(λ)22 − L(λ)21L(λ)−111 L(λ)12 ∈ L(D2,X2) analytique(

r = rg
(
R(λ1)

)
: rang maximum de R(λ) pour λ ∈ disc(λ0, η)
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Spectre d’une famille analytique d’opérateurs (Hilbert)
U 3 λ 7→ L(λ) ∈ L(D,X ) famille analytique d’opérateurs (D parafermé)

Spectre de la famille L : σ(L) = U\ρ(L)

ρ(L) =
{
λ ∈ U : L(λ) continuement inversible dans L(X ) ou L(D,X )

}
Les spectres essentiels de L : σk(L) = U\∆k , k = 1, 2, 3, 4, 5

∆1(L) =
{
λ ∈ U : L(λ) semi-Fredholm α(λ) ou β(λ) < +∞

}
(Kato)

∆2(L) =
{
λ ∈ U : L(λ) semi-Fredholm α(λ) < +∞

}
(Weyl)

∆3(L) =
{
λ ∈ U : L(λ) Fredholm : α(λ) etβ(λ) < +∞

}
(Wolf)

∆4(L) =
{
λ ∈ U : L(λ) Fredholm, α(λ) = β(λ) < +∞

}
(Schechter)

∆5(L) =
{
λ ∈ ∆4(L) : λ ∈ ρ(L)

}
(Browder)

∆1 ⊇ ∆2 ⊇ ∆3 ⊇ ∆4 ⊇ ∆5 ⊇ ρ

∆a(L) =
{
λ ∈ ∆2(L) : α(λ) = 0

}
, σa = U\∆a = σ1 ∪ σp = σ2 ∪ σp
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Sructures des spectres (Hilbert)

Sur chaque composante connexe de ∆1 α(λ) et β(λ) prennent des valeurs
constantes (éventuellement ∞), à l’exception d’un nombre dénombrable
de points où les valeurs de α et β sont augmentés d’un nombre fini. Ces
points ne peuvent s’accumuler que sur σ1.

∆5 = ρ∪ σd et σ5 = σ\σd , where σd est l’ensemble des valeurs propres de
multiplicité géométrique finie qui sont isolés dans le spectre.

Spectre isolé σI : σI\σd ⊆ σ1

∂σ = ∂σ5 ∪ σd = ∂σa , ∂σ5 ⊆ ∂σ4 ⊆ ∂σ3 ⊆ ∂σ2 ⊆ ∂σ1

Critères d’appartenance à σ2 et σa dans le cas où L(λ) est fermé dans X

λ ∈ σ2 ⇐⇒

{
∀ε > 0 ∃F ⊆ D fermé dans X :

dim F = +∞ et ‖L(λ) x‖X ≤ ε‖x‖X ∀ x ∈ F

⇐⇒ ∃ (xn)n∈N ⊂ D : ∀n ‖xn‖X = 1 et xn ⇀ 0 , lim
n→∞

Txn = 0

λ ∈ σa ⇐⇒ ∃ (xn)n∈N ⊂ D : ∀n ‖xn‖X = 1 et lim
n→∞

Txn = 0
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Illustration des spectres (Hilbert)

∆5 = ρ ∪ σd α = β = 0

∆′4 = ∆4\∆5 0 6= α = β <∞
∆′3 = ∆3\∆4 α 6= β <∞
∆′2 = ∆2\∆3 α <∞ β =∞
∆′1 = ∆1\∆2 α =∞ β <∞

σ1 en noir (Kato)

σ2 = σ1 ∪∆′1 · · · σe = σ4 ∪∆′4

σd : points bleus dans ∆5

σI ∩ σ1 : points noirs

∂σe : lignes rouges
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compacité et spectre

Une caractérisation des opérateurs compacts entre Hilbert

Un opérateur agissant d’un Hilbert dans un autre est compact si et
seulement si son image ne contient pas de sous-espace fermé de
dimension infinie.

Soient D ↪→ X compact, U un ouvert connexe de C
L : U→ L(D,X ) une famille analytique d’opérateurs fermés

L(λ) est semi-Fredholm pour tout λ ∈ U et :

soit σ(L) = U et α est constant (<∞) dans U à l’exception
éventuelle de points isolés (ne pouvant s’accumuler que sur ∂U) où
α prend une valeur plus grande

ou bien σ(L) = σd(L)
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décomposition du domaine d’une famille d’opérateurs fermés

D : parafermé dans X , L : U→ L(D,X ) famille analytique d’opérateurs fermés

F ⊆ D fermé dans X ⇒ X = F⊕ F⊥, D = F⊕ D ∩ F⊥, L(λ)|F ∈ L(F,X )

Caractérisation des classes maximales

[F] maximale

{
⇐⇒D ∩ F⊥ ↪→ F⊥ compact (Dixmier)

=⇒ L(λ)|F⊥ semi-Fredholm : ∆2
(
L(λ)|F⊥

)
= U
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décomposition de familles d’opérateurs (Hilbert)
Soient D dense et parafermé dans X , A ∈ L(D,X ) fermé et :

U 3 λ 7→ B(λ) ∈ L(X ) une famille d’opérateurs bornés

∀λ ∈ U l’opérateur L(λ) = B(λ) + A ∈ L(D,X ) est fermé dans X

Si X = X1 ⊕X2 avec X1 = X⊥2 et X2 ⊆ D ∩ D(A∗) fermé dans X
D = D ∩ X1 ⊕X2 et D

(
(L(λ))∗

)
=
(
D(A∗) ∩ X1

)
⊕X2 :

Décomposition matricielle de L(λ) et L(λ)∗

Les opérateurs L(λ) et L(λ)∗ se décomposent sur X1 ⊕X2 :

L(λ) =

(
L(λ)11 L(λ)12

L(λ)21 L(λ)22

)
L(λ)∗ =

(
(L(λ)∗)11 (L(λ)∗)12

(L(λ)∗)21 (L(λ)∗)22

)

avec :

{
(L(λ)∗)11 = L(λ)∗11 (L(λ)∗)12 = L(λ)∗21

(L(λ)∗)21 = L(λ)∗12 (L(λ)∗)22 = L(λ)∗22
L(λ)11 = (L(λ)∗)∗11 = L(λ)∗∗11 est fermé dans X1

L(λ)22 et L(λ)12 sont fermés bornés

L(λ)21 est borné et fermable par (L(λ)∗)∗12 = L(λ)∗∗21
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champ numérique d’une famille d’opérateurs (Markus)
Soient A ∈ L(D,X ) et L : U→ L(D,X ) une famille d’opérateurs

W(A) =
{

(Ax | x)X ∈ C , x ∈ D(A) , ‖x‖X = 1
}

WL =

{{
λ ∈ U : ∃ x ∈ D avec ‖x‖X = 1 et (L(λ)x | x)X = 0

}{
λ ∈ U : 0 ∈W(L(λ))

}
ΓL =


{
λ ∈ U : ∃ (xn)n∈N ⊆ D , ‖xn‖ = 1 , lim

n→∞
(L(λ)xn | xn) = 0

}
{
λ ∈ U : 0 ∈W(L(λ))

}
W(A) convexe de C , σp(L) ⊆WL ⊆ ΓL , σa(L) ⊆ ΓL

A fermé , L(λ) = A + B(λ) avec B : U→ L(X ) analytique

WL ⊆ ΓL = ΓL et si ΓL 6= U alors WL = ΓL

Si D = X et D ∩ D(A∗) dense dans D(A∗) alors σ(L) ⊆ ΓL

Si en outre B = λn +
n−1∑
k=1

λk Bk : ‖L(λ)−1‖ ≤ 1
dist(λ, ΓL)n

(
λ /∈ ΓL

)
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Spectre d’une classe de familles analytiques

C 3 λ 7→ L(λ) = A + B(λ) avec A ∈ L(D,X ), B(λ) ∈ L(X ) analytique :

Supposons que :

D = X , A fermé dans X et D ∩ D(A∗) dense dans D(A∗)

et que

{
∃X2 = X⊥1 ⊆ D ∩ D(A∗) fermé dans X
D ∩ X1 ↪→ X1 compact et W(A11) 6= C

alors :

σ(L)\σ(L22) = σ(S) avec S(λ) = L11(λ)− L12(λ)L−122 (λ)L21(λ)

σk(L) = σk(L22), k = 1, 2, 3, 4 ∆4(S) = C\σ(L22) ⊆ ∆4(L){
σ(L) ∩ C ⊆ σd(L) , C ⊆ ∆5(L) ∩∆5(S)

C : composante non bornée de C\σ(L22)

En outre, si B(λ) = λn +
∑n−1

k=1 λ
kBk :

σ(L22) est borné
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Spectre d’une famille quadratique auto-adjointe

C 3 λ 7→ L(λ) = λ2 + 2λB + A ∈ L(D,X ) D = X

A auto-adjoint γi = inf W(A), γs = supW(A) (W(A) ⊆ R)

B ∈ L(X ) anti-adjoint (W(B) ⊆ iR)

L(λ)∗ = L(−λ) : symmétrie de σ(L)
/
l’axe imaginaire

Localisation du spectre :

D = D(A∗) et W(A) ⊆ R =⇒ σ(L) ⊆ ΓL = WL

‖x‖ = 1 et
(
L(λ)x

∣∣ x) = 0 =⇒

Re(λ) = 0 et |Im (λ)| ≤ ‖B‖+
{
‖B‖2 + max(0, γs)

}1/2

ou

|Im (λ)| ≤ ‖B‖ et |λ| ≤ max(0,−γi )
1/2

 ⊇ σ(L)
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Spectre d’une famille quadratique auto-adjointe

X = X1 ⊕X2 , X2 ⊆ D fermé dans X , (D ∩ X1)⊕X2
D ∩ X1 ↪→ X1 compact

−∞ < γi ≤ γ′i = inf W(A22) ≤ γ′s = supW(A22) < γs = +∞

σe(L) ⊆


Re(λ) = 0 et |Im(λ)| ≤ ‖B22‖+

{
‖B22‖2 + max(0, γ′s)

}1/2

ou

|Im(λ)| ≤ ‖B22‖ et |λ| ≤ max(0,−γ′i )
1/2

σd(L) ⊆


Re(λ) = 0
ou

|Im(λ)| ≤ ‖B‖ et |λ| ≤ max(0,−γi )
1/2
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Encadrement du spectre

Ω

(4Ω2+N2
max)

1/2

C-W

↑ multiplets sismiques0S2 

Max [4Ω2+N2+ ((4Ω2+N2)2 −16Ω2N2cos2θ)1/2]1/2/2

FCN   
FICN

2Ω

 Modes de Slichter

d

Max(0,-N2
min)1/2

Max(0,-(A))1/2

Plan i
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Retour sur Terre : la configuration de référence

V = VS ∪ VL =
⋃`

i=1 Vi , ouverts de R3 connexes, bornés de bords
réguliers.

ρ|Vi
∈W 1,∞(Vi ) ≡ C0,1(Vi ) et inf|Vi

ρ > 0 ( i = 1, ..., `)

Le potentiel de pesanteur : ∆φ = 4πGρ− 2|Ω|2 , g = −gradφ

φ ∈ C1(R3) et ses restrictions sont dans les C2(Vi ) et C∞(R3\V)

φ =
(
|Ω|2|x|2 − (Ω · x)2

)
/2− GM

/
|x|+ 0

(
1/|x|2

)
(|x| → ∞)[

∇g
]

Σ
= −

[
H(φ)

]
Σ

= −4πG
[
ρ
]

Σ
n⊗ n

Dans VS : c ∈
(
L∞(VS)

)81
, T0 ∈

(
L∞(VS)

)9
Dans VL : ∇p0 = −ρ∇φ, p0 ∈ C1(VL), les surfaces d’équi-potentiel et
d’équi-pression coïncident et sont de densité constante, κ ∈ L∞(VL)
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L’opérateur de redistribution des masses

Le potentiel Newtonien de redistributions des masses (ψ(u) = −δEφ(u)
)
:

ψ(u)(x) = −G
∫
V

x′ − x
|x′ − x|3 · u(x′)ρ(x′) dV′

(
u ∈ L2(V)

)
vérifie : ∆ψ = 4πG∇.(ρ u) au sens des distributions de R3

Analyse de Fourier : ψ ∈ L(L2(V),H1(R3)
)

L’espace : B =
{
ψ : (1 + |x|2)−1/2ψ ∈ L2(R3) et ∇ψ ∈ L2(R3)

}
est un espace de Hilbert dont un p. s. est :

(
∇ · u

∣∣∇ · v)L2(R3)

ψ(u) est l’unique solution dans B du problème variationnel :

∀φ ∈ B : (∇ψ|∇φ)L2
(R3)

= 4πG(ρu|∇φ)L2(V )

L’opérateur ∇ψ : H
(
div,∪Vi

)
→ L2(R3) est compact
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Définition de l’opérateur de l’élasto-gravité (principe)

D(a) : sous-espace hilbertien parafermé et dense dans X
a : forme bilinéaire (resp. sesquilinéaire) symétrique définie et continue
dans D(a) avec γ(a)=sup

{
µ ∈ R

∣∣ a(u, u) ≥ µ ‖u‖2X ∀ u ∈ X
}
> −∞

Théorème de représentation (Kato)

Si : µ < γ =⇒ a(u, u)− µ‖u‖2X ≥ ‖u‖2D(a) ∀ u ∈ D(a)

il existe alors un seul opérateur A de domaine D(A) défini dans X par :

a(u, v) = (w|v)X ⇐⇒ u ∈ D(A) et w = Au

A est auto-adjoint borné inférieurement par γ(a)

D(A) est dense dans D(a) (pour sa topologie parafermée)

D(a) = D
(
(A− µ I)1/2

)
(µ < γ)

A partir de l’opérateur formel on construit la forme a(.,.) et :

soit on la complexifie et l’on utilise le théorème

soit on utilise le théorème dans sa forme réelle et on complexifie A

Bernard Valette Une classe de Problèmes Spectraux



Construction de la forme a(.,.)

Au = −1
ρ
div
(
πt

1(u)
)
− ∂Lg , πt

1(u) = c :: ∇u +∇uT0 , ∂Lg = ∇g u +∇ψ(u)

(Au|v) =

∫
V

{
πt

1(u) : (∇v)t − ρ ∂Lg · v
}
dV +

∫
Σ

[π(1)(u)(n) · v] dΣ

[π(1)(u)(n) · v] =


− p0[W(uΣ, vΣ)]− divΣ(p0[u]) v · n + p0[v]∇Σ(u · n)

p0n · [∇u(v)− v∇ · u]− n · [ρv(u · g)] + [ρ] uS · g v · n

Soit π0 une fonction qui prolonge continument p0 dans VS et s’annule sur ∂ V
et :

bijkl := cijkl + Tik
0 δ

jl + π0 (δijδkl − δjkδil)

(Au|v) =

∫
V
b : (∇u)t : (∇v)t + S

{
∇u(v) · (ρg−∇π0) +∇ · u (ρg +∇π0) · v

+∇ρ · u g · v
}
dV +

∫
Σ

[ρ] uS · g v · n dΣ− 1
4πG

∫
R3
∇ψ(u) · ∇ψ(v) dV
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Définition de a(.,.) et de D(a)

D(a) =
{
u ∈ L2(V)

∣∣∣ u|S ∈ H1(VS) , u|L ∈ H(div ,VL) , [u · n] = 0 (∂VL)
}

est parafermé et dense dans L2(V, ρ dV), muni du produit scalaire :

(u|v)D(a) =

∫
V
u · v dV +

∫
VS

tr
(
(∇u (∇v)∗

)
dV +

∫
VL

∇ · u∇ · v dV

a(u, v) =

∫
VS

bijkl∇iuj∇kv k + S
{

(ρg−∇π0) · ∇v(u) +∇ · v (ρg +∇π0) · u

+(g · u)(v · ∇ρ)
}
dV +

∫
Σ

S{(g · uS)(v · n)} [ρ] dΣ−
∫
R3

∇ψ(u) · ∇ψ(v)

4πG
dV

∫
VL

κ
(
∇ · u +

u · g
c2

)(
∇ · v +

v · g
c2

)
+ ρN2 (u · g) (v · g)

|g|2 dV

où : S
{
a(u, v)

}
=
(
a(u, v) + a(v, u)

)
/2

dans VS : bijkl = cijkl + Tik
0 δ

jl + π0(δijδkl − δjkδil)

dans VL : π0 = p0 , c
2 = κ/ρ , N2 = s · g avec s = ∇ρ/ρ− g/c2
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a(u, u) + c1 ‖u‖2L2 ≥ c2‖u‖2D(a) =⇒ définition de A

∣∣dev(T0)
∣∣
∞ suffisament petit =⇒

a(u, u) ≥ c1
{
‖u|S‖2H1(VS) + ‖u|L‖2H(div,VL)

}
− c2 ‖u‖2L2(V)

L’opérateur A auto-adjoint est bien défini dans L2(V, ρ dV)

D(A) est parafermé et dense dans D(a)

L’opérateur D(A) 3 u 7→ ∇ψ(u) ∈ L2(V) est compact

ψ : D(A) ↪→ D(a) ↪→ H(div,∪Vi )→ L2(R3)→ L2(V )
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Décomposition de L2(V, ρ dV), le sous-espace X2

a(u, v) =

∫
VL

{
c2
(
∇ · u +

u · g
c2

)(
∇ · v +

v · g
c2

)
+ N2 (u · g) (v · g)

|g|2
}
ρ dV

+

∫
∂VL

S{(g · uS)(v · n)} [ρ] dΣ + ...−
∫
V
∇ψ(u) · v ρ dV

X2 :=
{
u ∈ D(a)

∣∣∣∇ · u|L + u|L · g/c2 = 0 , u|S = 0 , u · n = 0 sur ∂VL

}
X2 ⊂ D(A) et ∀ u ∈ X2 Au =

{
−∇ψ(u) dans VS

u · g s−∇ψ(u) dans VL

∀ u ∈ X2, ∀ v ∈ D(a) : a(u, v) =

∫
V

(
gN2 g.u|L

/
ρ |g|2 −∇ψ(u)

)
· v ρ dV

N2 = s.g , s = ∇ρ/ρ− g/c2 ∝ g , c2 = κ/ρ

Soit T : H0(div,VL) 3 u 7→ Tu = ∇ · u + u · g/c2 ∈ L2(VL)

H0(div,VL) est parafermé et dense dans L2(VL) et T est fermé dans L2(VL)

X2 =
{
u ∈ L2(V)

∣∣ u|S = 0 et u|L ∈ ker T
}
est fermé dans L2(V)
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Le sous-espace X1 = X⊥2

T∗ : D(T∗) = H1(VL) , p 7−→ T∗p = −(∇p + s p)

H1(VL) ↪→ L2(VL) =⇒

dim ker T∗ <∞ et Im T∗ est fermé dans L2(VL, dm) = ker T⊕ Im T∗

X1 =
{
u ∈ L2(V)

∣∣ u|L ∈ Im T∗
}

= X⊥2 est fermé dans L2(V, dm)

Soient :

P1,2 les projecteurs orthogonaux (dm) sur X1,2

R : L2(V)→ L2(VL) l’opérateur de restriction à VL

Q1,2 = RP1,2 R∗ les projecteurs sur RX1,2 dans L2(VL)

Pour tout u ∈ L2(VL) : Q1 u = T∗p avec p unique solution de :

(T∗p | T∗q)L2(VL,dm) = (u | T∗q)L2(VL,dm)
(
q ∈ (ker T∗)⊥ ∩ H1(VL)

)
L’opérateur L2(VL) 3 u 7→ p ∈ H = (ker T∗)⊥ ∩ H1(VL) est borné
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D(A) ∩ X1 ↪→ X1 est compacte

X2 ⊂ D(A) ⊂ D(a) ⊂ L2(V, dm) = X1 ⊕X2

X1 = X⊥2
D(a) = D(a) ∩ X1 ⊕X2

D(A) = D(A) ∩ X1 ⊕X2

L’injection D(a) ∩ X1 ↪→ X1 est compacte

D(A) ∩ X1 ↪→ X1 ≡
{
D(A) ∩ X1 ↪→ D(a) ∩ X1 ↪→ X1

}
est compacte
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L(λ) = λ2 + 2λΩ× ·+ A (λ = iω)

Le spectre est symétrique par rapport aux deux axes :

L(λ)∗ = L(−λ) =⇒

{
Im L(−λ) fermée s.s.si Im L(λ) fermée

α(−λ) = −β(λ)

A et Ω× · réels =⇒

{
Im L(λ) = Im L(λ)

α(λ) = α(λ) et β(λ) = β(λ)

σk(L) = σk(L22) = σk(Q2 MQ2) (k = 1, 2, 3, 4) avec :

C 3 λ 7→ M(λ) = λ2 + 2λΩ× ·+ N2 ν ⊗ ν ∈ L
(
L2(VL)

) (
ν = g/|g|

)

σe(L) ⊆


Re(λ) = 0 et |Im(λ)| ≤ |Ω|+

{
|Ω|2 + max(0,N2

max)
}1/2

ou

|Im(λ)| ≤ |Ω| et |λ| ≤ max(0,−N2
min)

1/2

σd(L)


⊆ iR ∪

{
λ
∣∣∣|Im(λ)| ≤ |Ω| et |λ| ≤ max(0,−γi )1/2

}
⊇ i
[
− |Ω| −

{
|Ω|2 + max(0,N2

max)
}1/2

, |Ω|+
{
|Ω|2 + max(0,N2

max)
}1/2

]
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σ2(Q2MQ2) et suites singulières

x0 ∈ VL et χ ∈ C∞0
(
VL

)
: x0 + supp(χ) ⊂ VL et ‖χ‖ = 1

χn (x) = ξ
−3/2
n χ

(
(x− x0)/ξn

)
, lim

n→+∞
ξn = 0

=⇒ ‖χn‖L2 = 1 , ‖∇χn‖L2 ∝ 1/ξn

vn(x) = vχn(x) ei d·x/ξ
2
n , |v| = |d| = 1 , v.d = 0 , d ∈ R3 , v ∈ C3

alors en supposant que ρ ∈ C1(VL) et c ∈ C0(VL) :

lim
n→+∞

‖Q2vn‖ = 1 , Q2vn ⇀ 0
(
L2(VL)

)
et :

lim
n→+∞

‖Q2M(λ)Q2vn)‖ = 0
⇐⇒∫

VL

∣∣∣{λ2v + 2λΩ× v + N2v.ν ν − d d.
(
2λΩ× v + N2v.ν ν

)}
ψn(x)

∣∣∣2dV→ 0

⇐⇒{
λ2 + 2λΩ× ·+ N2

0 ν0 ⊗ ν0 − d d ·
(
2λΩ× ·+ N2

0 ν0 ⊗ ν0

}
v = 0

⇐⇒
λ2 + N2

0
(
1− (ν0 · d)2)+ 4 (Ω · d)2 = 0
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σ2(Q2MQ2) (suite)
Pour chaque x ∈ VL, soit :{

d ∈ R3
∣∣ ‖d‖ = 1

}
3 d 7→ N(x)2 (1− (ν(x) · d)2)+ 4 (Ω · d)2

ω2 ∈ Im fx =⇒ ± iω ∈ σ2(L22)

(e1, e2, e3) orthonormé direct, Ω ≡ Ω e3 , ν = (0, sin θ, cos θ) , θ = (Ω, ν)

∆ = (4Ω2 + N2)2 − 16Ω2N2 cos2 θ = (4Ω2 − N2)2 + 16Ω2N2 sin2 θ ≥ 0

Pour chaque x ∈ VL on a :{
ω2 ∈ [ω2

−(x), ω2
+(x)] =⇒ iω ∈ σ2 si N2(x) ≥ 0

ω2 ∈ [N2(x), ω2
+(x)] =⇒ iω ∈ σ2 si N2(x) ≤ 0

avec : ω2
±(x) =

(
4Ω2 + N2 ±∆1/2

)
(x)
/
2 , ω2

+(x) ≥ 0 , ω2
− N2(x) ≥ 0

ω2 ∈
[
min(0,N2

min),maxω2
+(x)

]
=⇒ iω ∈ σ2{

max(4Ω2,N2
max) ≤ maxω2

+ ≤ 4Ω2 + N2
max si N2

max ≥ 0

max(0, 4Ω2 + N2
max) ≤ maxω2

+ ≤ 4Ω2 si N2
max ≤ 0
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σ2(Q2MQ2) (suite)

[−(max(0,−N2
min))1/2, ((max(0,−N2

min))1/2] ∪ i [−maxω+,maxω+] ⊆ σ2

ω ∈ R =⇒ M(iω) ∈ L
(
L2(VL)

)
auto-adjoint

|ω| > max
x∈VL

{(
4Ω2 + N2 + ∆1/2

)
(x)
/
2
}1/2

=⇒

{
M(iω) strictement négatif

iω ∈ ρ
(
Q2 MQ2

)
Soient v ∈ RX2, et

∣∣ω| > maxω+(x)

Q2M(iω) u = v et u ∈ RX2

⇐⇒
∃ p ∈ H : u = M(iω)−1(v + T∗p)

)
∈ H0(div0,VL)

⇐⇒
∃ p ∈ H : −

(
M(iω)−1T∗p

∣∣T∗q)L2 =
(
M(iω)

)−1v
∣∣T∗q)L2 ∀ q ∈ H

|ω| > ω+ =⇒ iω ∈ ρ(L22) ⊆ ∆4(L22) = ∆4(L)

|ω| > max(ω+, |Ω|)
(

= ω+ si N2
max ≥ −3Ω2) =⇒ iω ∈ ∆5(L)

|0 ≤ |Im(λ)| ≤ |Ω| et max1/2(−N2
min, 0) < |λ| ≤ max(0,−γi )1/2 =⇒ λ ∈ ∆5(L)
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Spectre global

Ω

(4Ω2+N2
max)

1/2

C-W

↑ multiplets sismiques0S2 

Max [4Ω2+N2+ ((4Ω2+N2)2 −16Ω2N2cos2θ)1/2]1/2/2

FCN   
FICN

2Ω

 Modes de Slichter

d

Max(0,-N2
min)1/2

Max(0,-(A))1/2

Plan i
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The discrete seismic Earth’s spectrum

On the left, mean frequency of the seismic
multiplets as function of the harmonic an-
gular order ` (from G. Master and R. Wid-
mer). Top, for spheroidal modes (nS`, P-SV
waves), bottom for torroidal modes of the
mantle (nT` SH waves). Each of those multi-
plet consists of (2`+1) modes, the frequency
of which would coincide if the spherical sym-
metry was perfect, and without rotation. Bi-
furcations (of avoided crossing type) of dif-
ferent harmonic branches related to CMB and
ICB and to inner core modes, can be discer-
ned in the spheroidal pattern.

Below, Fourrier transform of the strain-meter
record at Black Forest observatory of the Su-
matra 2004 Event. (R. Widmer and G. Laske,
in Treaty of Geophysics)
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Relations d’orthogonalité, modes quasi-rigides
u : λ2u + 2λBu + Au = 0 , v : µ2u + 2µBu + Au = 0

=⇒

{
λ2(u|v) + 2λ (Bu|v) + a(u, v) = 0

µ2(u|v)− 2µ (Bu|v) + a(u, v) = 0

=⇒ λµ (u|v) + a(u, v) = 0 et (λ− µ) (u|v) + 2 (Bu|v) = 0 (λ 6= −µ)

Repère au centre des masses =⇒
∫
V
u dm = 0∫

V
L(λ) u dm = B(λ)

∫
V
u dm+

∫
V
Au dm = B(λ)

∫
V
u dm+Ω×

{
Ω×

∫
V
u dm

}
L’espace admissible est l’orthogonal dans L2(V, dm) des translations

• t · Ω = 0 =⇒ A t = −|Ω|2t et L(± |Ω|) t = ± 2Ω× t

• t× Ω = 0 =⇒ A t = L(0) t = 0

Quasi-rotation : k× x , k ∈ C3

• Ω× k = 0 =⇒ A(k× x) = L(0) u = 0

•


k · Ω =⇒ A(u) = (Ω, k, x) Ω− (Ω · x) k× Ω

L(± i |Ω|) (e1 ± i e2) = 0
(
(e1, e2,Ω/|Ω|) repère orthormé direct dans R3)

r(t) = (cos(|Ω| t) e1 − sin(|Ω| t) e2)× x

Bernard Valette Une classe de Problèmes Spectraux



Spectre discret et Min-Max
• A auto-adjoint, γi > −∞ et D(a) ↪→ X compacte

Soient : • C 3 λ→ B(λ) ∈ L(X ) analytique
• λ ∈ F ⊆ C =⇒ L(λ) = B(λ) + A auto-adjoint

λ ∈ σ(L) ∩ F = σd(L) ∩ F ⇐⇒
∃ k ≥ 1 : inf

Sk⊆D(a)
max

u∈Sk ,|u|=1

{
(B(λ)u|u) + a(u, u)

}
= 0

(
dim Sk = k

)
et le infimum est atteint

C = (A−µ)−1/2
(
B(λ) +µ

)
(A−µ)−1/2 compact et C = C∗ dans X

(
µ < 0, γi

)
−1 ∈ σ(C)⇐⇒ ∃ u ∈ X : (IX + C)u = 0

⇐⇒ ∀v ∈ X : (u|v) +
(
(B(λ) + µ)(A− µ)−1/2u

∣∣(A− µ)−1/2v
)

= 0

⇐⇒ ∀v′ ∈ D(a) :
(
(A− µ)1/2u′

∣∣(A− µ)1/2v′
)

+ ((B(λ) + µ)u′|v′) = 0

⇐⇒ ∀v′ ∈ D(a) : a(u′, v′) + (B(λ)u′|v′) = 0⇐⇒ u′ ∈ D(A) et L(λ) u′ = 0

⇐⇒ ∃ k ≥ 1 : min
Sk⊆X

max
u∈Sk ,|u|=1

{
1+
(
B(λ)+µ)(A−µ)−

1/2u
∣∣ (A−µ)−

1/2u
)}

= 0

⇐⇒ ∀µ′ ≤ µ min
Sk⊆D(a)

max
u∈Sk

{ (B(λ)u | u) + a(u, u)

(u|u)− a(u, u)/µ′

}
= 0

⇐⇒ min
Sk⊆D(a)

max
u∈Sk ,|u|=1

{
(B(λ)u | u) + a(u, u)

}
= 0
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σd(L) et Min-Max (λ2 + 2λB + A , A = A∗, B = −B∗)

X = X1 ⊗X2 , N2 = 0 , X2 ⊆ ker A , D(L) ∩ X1 ↪→ X1 compacte

σe = i [−2Ω, 2Ω] σd ⊆ i (−∞,−2Ω) ∪ i (2Ω,+∞)

iω ∈ sd(L)⇐⇒ iω ∈ σd

{
T(ω)

}
avec : T(ω) = −ω2 + 2ω i B11 − 4ω B12(ω − 2i B22)−1B21 + A11

b(ω, u) = −ω2 + 2ω (i B11u|u) + 4ω
(
(ω − 2i B22)−1B21u|B21u

)
max
u∈X1

b(ω, u) ≤ −ω2ω − 4Ω

ω − 2Ω
, max

u∈X1
∂ωb(ω, u) < 0 si ω ≥ ω0 (3Ω < ω0 < 4Ω)

=⇒


D :=

{
u ∈ D(a) : ‖u‖ = 1 et b(ω0, u) + a(u, u) ≥ 0

}
∀ u ∈ D ∃ ! r+(u) ≥ ω0 : b(r+(u), u) + a(u, u) = 0

∃m0 : S ⊆ D(a) ∩ X1 et dimS ≥ m0 =⇒ S ∩ D 6= Ø

iω ∈ σ(L) et ω ≥ ω0 ⇐⇒ ∃ k ≥ m0 : ω = min
Sk⊆D(a1)

max
u∈Sk∩D

r(u)
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Mode de Chandler

Planète solide stable, Ω vecteur propre du tenseur d’inertie J ∈ Ls(C3) :

k 7→ −
∫
V
x× (x× k) dm

Soit : u = (k + k′)× · avec k · Ω = 0 et k′ × Ω (quasi-rotation)

‖u‖2 = ‖k× ·‖2 = (J k|k)C3 et

{
a(u, u) =

(
J k
∣∣k)C3 −

(
J (k× Ω)

∣∣k× Ω
)
C3

(Bu|u) = (B(k× ·)|k× ·)C3

S3 : l’espace des quasi-rotations, S2 =
{
k× · avec k = e1 + (α + iβ)e2

}
ω1 = 0

(
u = Ω× ·) ω2 ≤ min

(α,β)∈R2
r(α, β) et ω3 ≤ max

(α,β)∈R2
r(α, β)

r(α, β) = b + (a2 + b)
1/2


b =

(i B u|u)

(u|u)
= β |Ω| I1 + I2 − I3

I1 + (α2 + β2) I2

a =
a(u, u)

(u|u)
= |Ω|2 I3 − I2 + (α2 + β2)(I3 − I1)

I1 + (α2 + β2) I2

=⇒


ω3 ≤ |Ω| (α = 0 , β = 1, u = (e1 + i e1)× ·

)
ω2 ≤ ωe = |Ω|

(
(I3 − I1)(I3 − I2)

I1 I2

)1/2 (
α = 0, β = −

(
I1
I2

(I3 − I2)

(I3 − I1)

)1/2 )
v(t) =

(
I1(I3 − I2)

)1/2 cos(ωe t) +
(
I2(I3 − I1)

)1/2 sin(ωe t)
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Période de Chandler (obs)
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Période de Chandler (calcul approché sans océan)
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stratification adiabatique dans le noyau : N2 = 0

σe(L) = σ1(L) = i [−2Ω, 2Ω]

L22(iω) u = 0⇐⇒


−ω2u + 2 iωΩ× u = ∇p dans VL
∇ · (ρ · u) = 0 dans VL
u · n = 0 sur ∂VL

p solution de l’équation de Poincaré (1910, ρ supposé constant)

∆p− 4
|Ω|2

ω2 ∂
2
33p = 0

Equivalent to studying the spectrum of the projected geostrophic operator
onto X2 : u ∈ X2, u→ 2P2Ω× u ∈ X2, where P2 is the Leray Projector.

Greenspan (1968) showed that in spherical or cylindrical configuration
with constant density, σp is everywhere dense in the interval i [−2Ω, 2Ω]
and Backus for an ellipsoïdal configuration in the 1990s.

Ralston (1973) proved that σe = i [−2Ω, 2Ω] for any configuration (with
regular boundaries).
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Inertial modes with viscosity (Rieutord and Valdettaro, 1997)

From Rieutord, Georgeot, and Valdettaro, J. Fluid Mech (2001) : Kinetic energy in a meridional
section of a shell for 4 axisymmetric modes with different viscosity. The authors suggest that in
the limit of 0 viscosity, the point spectrum is not everywhere dense in [−2Ω, 2Ω]
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Lien de L(λ) = λ2 + 2λB + A avec des problèmes linéaires

• A :=

(
0 IX
−A −2B

)
D
(
A
)

= D(A)×X

σ
(
A
)

= σ(L) , σp

(
A
)

= σp(L) et ker
(
(λ−A

)
=
{

(u, λ u) , u ∈ ker
(
L(λ)

)}

•


T :=

(
0 A1/2

+ − A1/2
−

−A1/2
+ − A1/2

− −2B

)
=

(
0 A1/2

+

−A1/2
+ −2B

)
−

(
0 A1/2

−
A1/2
− 0

)

T′ :=

(
0 A1/2

+ + A1/2
−

−A1/2
+ + A1/2

− −2B

)
=

(
0 A1/2

+

−A1/2
+ −2B

)
+

(
0 A1/2

−
A1/2
− 0

)

A = A+ − A− =
(
A1/2

+ + A1/2
−
)(
A1/2

+ − A1/2
−
)

A+A− = A−A+ = 0
D(T) = D(T′) = D(a)× D(a) avec D(a) = D(A1/2

+ ± A1/2
− ) = D(A1/2

+ )

(λ− T)∗ = −(λ+ T′)

σ(T) = σ(T′) = σ(L) , σp(T) = σp(T′) = σp(L)

Dans C\{0} les σk (k ≤ 5) de T, T’ et L coïncident avec égalité des α et β

ker L(0)× {0} = ker A× {0} ⊆ ker T =
{

(u, v)
∣∣ |A|1/2u = −2Bv

}
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Le problème dynamique lié à L

Soient f ∈ C0(R+,X ), v0 ∈ D(a) et v1 ∈ X ; le problème :

v ∈ C0(R+,D(a)
)
∩ C1(R+,X

)
v(0) = v0 , v(1) = v1

∀w ∈ D(a) , t 7→ (v(t)|w)
(1)
X est différentiable et : (P1)

(v(t)|w)
(2)
X + 2 (Bv(t)|w)

(1)
X + a(v(t),w) = (f(t)|w)X (t ∈ R+)

admet une solution unique reliée, d’une manière équivalente, à la solution du
problème :

V(1) = TV + (0, h) avec h(t) =

∫ t

0
f(s) ds + v1 + 2Bv0 et V (0) = (0, v0) (P2)

V ∈ C0(R+,D(T)) ∩ C1(R+,X × X ) et V(t) =
((

A1/2
+ − A1/2

−
) ∫ t

0
v(s) ds , v(t)

)
(
Stone + pert. bornée + h ∈ C1(R+,X ) =⇒ solution unique de P2

)
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Le problème dynamique lié à L (suite)
Si f ∈ C1(R+,X ) , v0 ∈ D(A) et v1 ∈ D(a) le problème :

v(2) + 2B v(1) + Av = f v(0) = v0 , v(1) = v1 (P)

admet une solution unique dans C0(R+,D(A)
)
∩ C1(R+,D(a)

)
∩ C2(R+,X

)
et

V(t) =
((

A1/2
+ − A1/2

−
) ∫ t

0
v(s) ds , v(t)

)
est solution de P2

A′ :=

(
0 ID(a)
−A −2B

)
et B :=

(
0 ID(a)
−A 0

)
D
(
A′
)

= D
(
B
)

= D(A)× D(a)

dans D(a)×X muni du p.s. a(u, u′)− γ(u|u′) + (v|v′), (γ < γi ). Le problème :

U(1) = A′ U + (0, f) , U(0) = (v0, v1) dans D(a)×X (P3)

B est anti-adjoint et A′ − B est borné dans D(a)×X
=⇒ A′ génère un C0 semi-groupe (Stone + perturbation borné)

U(0) = (v0, v1) ∈ D(A)× D(a) = D
(
A′
)
et f ∈ C1(R+,X )

=⇒ P3 admet une unique solution dans C0(R+,D
(
A
))
∩ C1(R+,D(a)×X )

Posant U = (v, u) v est la solution forte de P
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