Le spectre des oscillations gravito-élastiques de la

Terre : Une invitation a |'étude d'une classe de
problémes spectraux

Bernard Valette

ISTerre, Universités Savoie-Mont-Blanc et Grenoble-Alpes

21 Novembre 2024 et 26 Juin 2025
IRCAM Paris et Université de La Rochelle

Bernard Valette Une classe de Problémes Spectraux



\
s

\_ ¥ lieu de fusion partielle
ASTHENOSPHERE

LITHOSPHERE (crodte + manteau lithospérique)

rayon moyen 6371.23 km, densité moyenne ~ 5.51
rayon de la graine (ICB) ~ 1215 km, rayon du noyau (CMB) 3481 km
densitée 3.3 — 5.6 (CMB) 10.0 —» 12.1 (ICB) 12.7 — 13.1
vitesse-P 8.0 — 13.6 (CMB) 8.1 — 10.4 (ICB) 11.0— 11.2 (km/s)
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Elasticité et perturbation de la gravité au premier ordre

Configuration de référence en équilibre dans le repére tournant (Q) :

divTo+pg=0 avec g= —grad¢p et Ap=47Gp—2|QJ?

Evolution adiabatique :

p (Oru+2Qxu) =divoeT +e(pg) = divafy +pog (divT =V;TY)
0g, 0L : perturbation eulérienne et particulaire au premier ordre

(1) : incrément du tenseur de Piola-Kirchoff 1

OLp = —pdivu dgp = —div(pu) d.g=Vg(u)+ grady

Y =—0gp veérifie: A =4xGdiv(pu)

Dans le noyau externe (liquide) :

To=—pold, Vpy=pg=—-pVep, 6T=-klgV.u
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Les conditions aux limites

A une interface ¥ solide-liquide : [u-n] =0 et [6.n] = W[uy]

W : opérateur de Weingarten sur |'espace tangent & &

[6L(T(n))] = Vi To(n)
[7(1)(n)] = —divs (po[u]) n — po W[u]

A une interface ¥ solide-solide : [u] = 0 et [6.n] =0

[6L(T(n))] = [r@)(n)] =0

A toute surface de discontinuité de p :

[¥] =0 et [grad¢)] - n=—47Gpu-n
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Les oscillations libres : un probléme spectral quadratique

L’évolution dynamique dans la configuration en rotation associée a une
source S(t) est décrite par :

Ot + 2Q x Opu + Au = S(t)
ol A est |'opérateur intégro-différentiel défini formellement par :

—%(div (5.T(u) = VTo-u) — V- (pu)g — pv¢(u))

Au= + C.L.

1
- div(;) — Vgu — Vi(u)

T =c:Vu—divuTo+ VuTo + ToViu
avec :

7r£j1) =c:Vu+VuTy (c’jkl =k = ck"j)

Fourier en temps conduit au probléme spectral dans .2 = (L2)3 :

L(A) =X +2XQx -+A, Anonbomé (A=iweC)
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Probléemes spectraux généralisés

X espace de Banach (réel ou complexe)

@ D C X est parafermé <= D : Banach et D < X est continue

La topologie parafermée est alors unique (graphe fermé + X séparé)

o L:D— Xfermé < G(L) = {(x,Lx),x € D} est fermé dans X x X
L fermé = D parafermé et L € £(D, X) : ||x|lo = ||x]|x + |ILx||x

Famille analytique d’opérateurs & domaine D parafermé fixe :

U3 A L(A) € £(D, X) est holomorphe
Un cas particulier important :

L(A) = A+ B(X) avec A fermé, et U 3 A — B(X) € L(X) holomorphe
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Opérateurs Fredholm et semi-Fredholm

Etant donnés D et X’ Banach, T € £(D, X), on pose :

a(T) =dim(kerT),  B(T) = codim(Im T) = dim(&X'/Im (T)
ind(T) = a(T) — B(T) € R (e ou B < +00)

o T semi-Fredholm : Im T est fermé dans X et &(T) ou B(T) < +o0

@ T Fredholm : Im T est fermé dans X et o(T) et B(T) < +o0

Stabilité par perturbation (Gohberg-Krein, Kato)

Soit T semi-Fredholm alors :

e tout S € £(D, X) dans un voisinage de T est semi-Fredholm avec

a(S) < a(T), B(S) < A(T) et ind(S) = ind(T)

@ T+K est semi-Fredholm avec ind(T+K) = ind(T) si K € L(D, X)
est compact
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Deux résultats clefs

Soient T € L(D, X) un opérateur fermé de X et F(X) I'ensemble des
opérateurs dans X, semi-Fredholm d'indice < +o00 (i.e. a < 400).

Critére de non appartenance a F (Kato, Wolf)

T ¢ Fo () Ve > 03F C D fermé dans X :
=
* dim F= 400 et |[Tx|x <é|lx||lx <€ VxeF

3 (Xn)nen C D sans valeur d'adhérence :
VneN |[x,|lx =1et lim Tx,=0
n—oo

Soit T € L(D, X) et supposons que D =D1 & Dy, ¥ = X1 & X5 :

Décomposition de Schur (Tq3 € Isom(Dy, 1)) :

= ( lx, 0) (Tn 0 > (IDI T111T12>
TuTy v 0 Too—TuTyi T 0 Ip,

€ Isom(X) € L(D,X) € Isom(D)
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Dans le cas hilbertien (Gohberg, suite)

Soit U 3 XA — L(A) € £L(D, X) analytique (D parafermé dans X)

Si L(Ao) est semi-Fredholm alors :
F6>0:A€Uet0<|XA—N| <d= () and B()) sont constants J

D=D;®D, Dy =kerL()\), Dy =Dy
X = Xl @Xg X1 =Im |_(A0)7 Xg = Xll

A € disc(Mg, ) =

L) = (L(A)zlff(x)nl |2> <L(é)11 R(O/\)> <I'81 L(A)ﬂi(A)lz)

U3 A= RO =L(\)22 — L2 LNt L(M)12 € £(D2, A2) analytique
(r = rg(R(A1)) : rang maximum de R(A) pour X € disc(Ao, )
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Spectre d'une famille analytique d'opérateurs (Hilbert)

U3 A= L(\) € £L(D, X) famille analytique d'opérateurs (D parafermé)

Spectre de la famille L :  o(L) = U\p(L)

p(L) = {\ € U : L(\) continuement inversible dans £(X) ou £(D, X)}

Les spectres essentiels de L :  ox(L) = U\Ak, k =1,2,3,4,5

A1(L) = {X € U: L(\) semi-Fredholm a()) ou B(A) < +oo}  (Kato)

Dz(L) = {A € U: L(\) semi-Fredholm a((\) < 00} (Weyl)

Asz(L) = {A € U: L()) Fredholm : o)) etB(A) < +oo} (Wolf)

Aq(L) = {A € U: L(\) Fredholm, a(X) = B(A) < +o0} (Schechter)

As(L) = {x € A4(L) : X € p(L)} (Browder)
A1 DA2D A3 DA4DA5Dp

A(L)={re (L) : a(X) =0}, 0. =U\A,=01U0,=02U0, J
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Sructures des spectres (Hilbert)

@ Sur chaque composante connexe de A; a(\) et 5(A) prennent des valeurs
constantes (éventuellement co), a |'exception d'un nombre dénombrable
de points ol les valeurs de « et 8 sont augmentés d'un nombre fini. Ces
points ne peuvent s'accumuler que sur o7.

® As = pUoay et o5 = 0\o4, where o4 est I'ensemble des valeurs propres de
multiplicité géométrique finie qui sont isolés dans le spectre.

@ Spectre isolé g, : 0/\og C 01

@ Jo = dosUog =00, 0os C dos C oz C oz C doi

Critéres d’appartenance a o2 et o, dans le cas ou L()\) est fermé dans X

Ve > 03F C D fermé dans X :

A€ —
7 {dim F=+c0 et ||LAA)X||lx < ¢€|x]|]x Vx€EF

<= F(Xn)nen CD: Vn|[xsl]lx =1letx, =0, lim Tx,=0
n— oo

A€o0, <= F(Xn)nen CD: Vn |xp]lx =1et lim Tx, =0
n— o0
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lllustration des spectres (Hilbert)

As =pUoy a=08=0
A£:A4\A5 0¢a1ﬂ<00
A32A3\A4 a# P <o

AL = Ax\As a<oofB=o
A/1:A1\A2 a:oo,8<oo

o1 en noir (Kato)
o2 =01UA] - 0e=04,UN)
o4 : points bleus dans Ag

oy N o1 @ points noirs

o : lignes rouges
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compacité et spectre

Une caractérisation des opérateurs compacts entre Hilbert

Un opérateur agissant d'un Hilbert dans un autre est compact si et
seulement si son image ne contient pas de sous-espace fermé de
dimension infinie.

Soient D < X compact, U un ouvert connexe de C
L : U— £(D,X) une famille analytique d'opérateurs fermés

L(\) est semi-Fredholm pour tout A € U et :

@ soit o(L) = U et « est constant (< oc) dans U a I'exception
éventuelle de points isolés (ne pouvant s'accumuler que sur OU) ou
« prend une valeur plus grande

@ ou bien o(L) = g4(L)
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décomposition du domaine d'une famille d'opérateurs fermés

D : parafermé dans X', L : U — L(D, X) famille analytique d'opérateurs fermés

FCDfermédans ¥ = X =F®F', D=F@®DNF, L) € L(F,X)

Caractérisation des classes maximales

[F] mal <= DNF" < F" compact (Dixmier)
maximale
= L(A\)|gL semi-Fredholm : Az(L(A)|gr) =U
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décomposition de familles d'opérateurs (Hilbert)

Soient D dense et parafermé dans X, A € £L(D, X) fermé et :
U3 A= B(X) € L(X) une famille d'opérateurs bornés

VX € U l'opérateur L(A) = B(\) + A € L(D, X) est fermé dans X

SiX =X PXs avec Xy = A5 et A» C DN D(A*) fermé dans X
D=DNX: @& et D((L(\)*) = (DA") N A1) @ A -

Décomposition matricielle de L(\) et L(\)*

@ Les opérateurs L()) et L(A\)* se décomposent sur X1 @ A> :

W= ) = (B (6rm)
vee - { LA =LM1 (L) )12 =LV
(L(A)*)21 = L(N)12 (L(A)")22 = L(A\)22
L(A)11 = (L(N)")i1 = L(N\)i1 est fermé dans X3
° L(A)22 et L(A)12 sont fermés bornés

L(N\)21 est borné et fermable par (L(A)")12 = L()\)51
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champ numérique d'une famille d'opérateurs (Markus)

Soient A € L(D,X) et L : U— L(D,X) une famille d'opérateurs

W(A) = {(Ax | x)x € C, x € D(A), |x]|x = 1}
{ {A €U : IxeD avec |jx||x =1 et (L(\)x|x)x =0}
W, =
{Axeu:0ewW(lL\)}
. {A€U : I(xn)nen CD, |Ixall =1, nIer;O(L(A)xn |xn) =0}
{AeU:0eW(LN)}
@ W(A) convexe de C , o,(L) CW| C T, oa(l) ST

(]

A fermé, L(A\) = A+ B()) avec B : U — £(X) analytique

@ W CIL =T etsi ' #Ualors W =T

@ Si D= X et DN D(A*) dense dans D(A*) alors o(L) C ',

n—1
. D _ 1
@ Sienoutre B=\"+Y XBy : [IL() 7Y < JS T (AgTL)
k=1 ’
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Spectre d'une classe de familles analytiques

C3> X~ L(A) =A+B()) avec A € £L(D, X), B(\) € £(X) analytique :

Supposons que :
D= X, A fermé dans X’ et D N D(A*) dense dans D(A*)
t que { 3X, = X C DN D(A*) fermé dans X
DNAX; — X; compact et W(A1;) # C

o U(L)\O’(Lzz) = U(S) avec S()\) = Lll()\) — L12()\)L5§()\)L21(>\)
(*] O'k(l_) = (Tk(l_zz), k = 1,2,3,4 A4(S) = C\O’(ng) Q A4(L)

o(L)NC Coy(L), CC As(L) N As(S)
°
C : composante non bornée de C\o(L2z)

En outre, si B(A) = A" + 371 AkBy

@ o(Lyp) est borné
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Spectre d'une famille quadratique auto-adjointe

C3A= L) =X4+2B+AcL(D,X) D=X

o A auto-adjoint 7; = inf W(A), vs =supW(A) (W(A) CR)
e B € £(X) anti-adjoint  (W(B) CiR)

o L(A\)* =L(—X) : symmétrie de o(L) / I'axe imaginaire

Localisation du spectre :

e D=D(A") et WA)CR= (L) C T =W

o |Ix||=1et (LA)x|x) =0 =
Re(\) =0 et [Im ()] < B + {[IB|*+ max(O,fys)}l/2
ou 20o(L)
[Im (A) < [IB]| et [A] < max(0, —;)*2

Bernard Valette Une classe de Problémes Spectraux



Spectre d'une famille quadratique auto-adjointe

e X=X1P X, o CDfermédans X, (DN X)) ® X>
e DN A — A7 compact
0 —00 <y <l =infW(Az) <. =supW(Ax) < s = +©

Re(\) =0 et [Im(X)] < [Bzz| + {[[Bzz? + max(0,7,)}"”*
ge(L) C < ou

Im)] < [Bzz]l et [A] < max(0, =)

Re(A\) =0
o4(L) C ¢ ou

Im(A)] < [IB]| et [A] < max(0, =)
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Encadrement du spectre

Itiplets sismiques 5
N multiplets sismiq Plan io

i' t Modes de Slichter
(802N2, )12

Max? [4Q2+N2+ ((4Q2+N2)2 -16Q02N2c0s20)/2]V2/2 |
20

FCN
FICN °

[¢7
0 d

c-W Max(0,-y(A))2
Max(0,-N2,;,) /2
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Retour sur Terre : la configuration de référence

V=VgUV_= Ule V; , ouverts de R® connexes, bornés de bords
réguliers.

pv; € Wh(V)) =COY(V)) et infry, p>0 (i=1,...0)

Le potentiel de pesanteur : A¢ = 47Gp —2|Q|?, g = —grad¢

o ¢ € C1(R3) et ses restrictions sont dans les C2(V;) et C*°(R3\V)

¢ = (1P = (2-x)%)/2 = GM/|x| + 0(1/Ix?) (x| = o0)

C [Vg]}: = *[H((b)]z = *47TG[p}Zn ®n

Dans Vg : c€ (LOO(VS))Sl7 To € (LOO(VS))Q

Dans V| : Vpy = —pVé, py € C1(VL), les surfaces d’équi-potentiel et
d'équi-pression coincident et sont de densité constante, k € L™(V|)
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L'opérateur de redistribution des masses

@ Le potentiel Newtonien de redistributions des masses (¢(u) = —0g¢(u)) :

! 2
W) (x) = G/ s U0V (e LA(V))
vérifie : Ay = 47GV.(pu) au sens des distributions de R?

@ Analyse de Fourier : 1 € L(L?(V), H'(R?))

L'espace : B = {¢: (1+ [x[?)""2y € L*(R®) et V¢ € L*(R%)}
est un espace de Hilbert dont un p. s. est : V U‘V v L2(z3)

@ 1(u) est I'unique solution dans B du probléme variationnel :
Vo EB: (VHIVE) 24 = 47G(oul V),
o L'opérateur V4 : H(div,UV;) — L?(R®) est compact
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Définition de |'opérateur de I'élasto-gravité (principe)

@ D(a) : sous-espace hilbertien parafermé et dense dans X

@ a : forme bilinéaire (resp. sesquilinéaire) symétrique définie et continue
dans D(a) avec y(a)=sup{u € R|a(u,u) > p|u|3 Vu e X} > -0

Théoréme de représentation (Kato)

Si:ip<y= a(u,u)— plul3 > H”H2D(a) Vu € D(a)

il existe alors un seul opérateur A de domaine D(A) défini dans X par :
a(u,v) = (w|v)x <= u € D(A) et w=Au

@ A est auto-adjoint borné inférieurement par ~(a)

@ D(A) est dense dans D(a) (pour sa topologie parafermée)

® D(a) =D((A—puh)*?) (n<7)

A partir de I'opérateur formel on construit la forme a(.,.) et :

@ soit on la complexifie et I'on utilise le théoréme

@ soit on utilise le théoréme dans sa forme réelle et on complexifie A
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Construction de la forme a(..)

Au = f%div (ri(u)) —Oig, m(u)=c:Vu+VuTo, dig= Vgu+ Vi(u)

(Aulv) = /V {wi(u) (V) —poLg- v} dV + A[W(l)(u)(n) -v]dX

= Po[W(us, vs)] — divs(po[u]) v - n + po[v] Vi (u - n)
[y (u)(n) - v] =
pon - [Vu(v) = vV -u] —n - [pv(u-g)] + [plus - gv-n

Soit mo une fonction qui prolonge continument p, dans Vg et s'annule sur 9V
et : B
b = I | Tk & g (596K — §k6™)

(Aulv) = /V b: (Vu)' : (V)" + S{Vu(v) - (pg — Vmo) + V - u(pg + Vmo) - v

+Vp~ug-v}dV—|—/z[p]uS~gv~nd):—ﬁ/RBV¢(u)-V¢(v)dV
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Définition de a(..) et de D(a)

D(a) = {u € L3(V) |us € HX(Vs), up € H(div, V1), [u-n] =0 (aV0)}

est parafermé et dense dans IL?(V, pd V), muni du produit scalaire :
ulv = u-VdV—i—/ tr((Vu (Vv)* dV+/ V-uV.-vdV
Mo = | [ r(uEevs [
a(uv) = [ bMVi Vi + S{(pg — Vo) - V¥() + V ¥ (pg + Vo) - u
Vs

+<g~u>(V-Vp>}dV+/XS{(g-us)<v~n)}[p1dz—Asde

ol : S{a(u,v)} = (a(u,v) + a(v,u))/2
dans Vg : b¥ = i 4 Tio! 4 (896K — 557
dans V| : mo=1p,y, 2 =k/p, N> =s-g avec s=Vp/p—g/c?



a(u,u) + c1 [Jullf2 > co|ullj,) = définition de

|dev(To)|_, suffisament petit —>

a(u,u) > c1 {lulsllfavg) + lul vy} — c2 lullZa)

@ L'opérateur A auto-adjoint est bien défini dans L2(V, pd V)
@ D(A) est parafermé et dense dans D(a)

o L'opérateur D(A) 3 u > Vii(u) € L2(V) est compact
¥ : D(A) = D(a) < H(div, UV;) = L2(R3) — L(V)
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Décomposition de IL?(V, pd V), le sous-espace X>

a(u,v):/ { (V u+—>(v v+ g) N2(u g||(2v g} dv

Vi

+ S{(g~us)(v~n)}[p]dz+...—/w(u).wdv
av| Vv

° XZ::{ueD(a)‘V~u||_—i-u||_-g/c2:07 uls =0, u~n:05ur8V|_}

— Vi(u) dans Vg

@ X> CD(A) et Vue &> Au=
2 (A) et Vu 2 . {u‘gs—vw(u) dans V|

Yu € Az, Vv € D(a) :a(u,v):/V(gNzg.u\L/p\g\z—Vw(u)).VpdV

N*=sg, s=Vp/p—g/c®xg, < =k/p

Soit T : Ho(div,Vy )3 u—Tu=V . -u+u-g/c® € L?(V,)
Ho(div,V| ) est parafermé et dense dans 1L?(V) et T est fermé dans L?(V|)

@ Xo={uel?V)|uls =0 et ul €kerT} est fermé dans L*(V) J
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Le sous-espace X; = Xst

® T" : D(T*) =HY(VL), pr—T'p=—(Vp+sp)
HY(VL) < L*(VL) =

@ dimker T* < oo et Im T* est fermé dans LL?(V,dm) = ker T @ Im T*
X ={uel?V) |uL eIm T} = X" est fermé dans L*(V, dm)

Soient :
P12 les projecteurs orthogonaux (dm) sur X1
R : L2(V) — L?(VL) I'opérateur de restriction a V|
Q12 = RP12 R* les projecteurs sur R A% > dans L(V|)

@ Pour tout u € L*(Vy) : Qi u= T*p avec p unique solution de :
(TP [ T"@)r2vy,dm) = (U | T @)r2v am) (a € (ker T N HY (VL))

@ L'opérateur L2(VL) S u s p € H = (ker T*)X N H* (VL) est borné
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D(A) N X} — A} est compacte

X> C D(A) C D(a) C L3(V,dm) = X1 @ X>
X=Xt

D(a) =D(a)N A1 & X>

D(A) = D(A) N X1 & A>

@ L'injection D(a) N X1 < Ay est compacte

@ D(A)N Xy — X1 = {D(A)N A1 — D(a) N X1 < X1} est compacte
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L) =X 4220 % -+A (A=iw)

@ Le spectre est symétrique par rapport aux deux axes :
{ Im L(—\) fermée s.s.si Im L()\) fermée

a(=X) = —B())

L(A)" =L(—X)

Im L(X) = Im L(})
a(A) = a(X) et B(A) = B(N)

@ ok(L) = ok(L22) = ox(Q2MQ,) (k=1,2,3,4) avec:
CaA-MA) =X 4+20Qx -+ N*veve L(L*(VY) (v=g/lgl)

Aet Q x - réels ﬁ{

1/2

Re(\) =0 et |Im(\)| < |Q[ + {|Q® + max(0,N3,.)}
oe(L) € < ou
lIm(A\)| < Q| et |A] < max(0, —N2;,)"

CiRU {)\’\Im()\)\ <19 et A < max(O,—'y,-)l/z}
O'd(L)

D[ = 191 = {I9P + max(0, N2, } /%, 191 + {IRF + max(0,NZ..)} * |
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a2(QaM Q) et suites singuliéres

@ xo € V| et x € C5° (VL) : xo+supp(x) C Vi et [|x]| =1
° X,() = & VX ((x —%0)/&) , lim & =0

= [Xalllz2 =1, VX, 2 < 1/§,
0 vo(x) = vxa(x) e dX/E [y =|d|=1, vd=0,deR?, veC?

alors en supposant que p € C* (V) et c € C°(VL) :

Jim [Qavall =1, Qava — 0 (L?(VL)) et:

lim [|Q2M(A)Qavn)|| =0
n—+o00
— ,
/ {2V 4202 x v+ N2vrw = dd. (202 x v+ N*vrw) fn(x)] dV — 0
Vi —
{/\2+2)\Q><-+N§Vo®1/ofdd~(2/\Q><«+Ngyo®1/o}v:0

N 4+NG(1—(r0-d)?)+4(Q2-d)>=0
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UQ(QQM Qg) (suite)

Pour chaque x € V|, soit :
{deR*|[d]| =1} 5d > N(x)* (1 = (v(x) - d)?) + 4(Q-d)?
Wwelm k= +iwe o2(L22)

(e1, €2, e3) orthonormé direct, Q = Qes, v = (0,sinf,cosh), 0 = (Q,v)
A = (497 + N?)? — 16Q°N? cos® 6 = (4Q% — N?)? + 16Q°N?sin? 60 > 0

Pour chaque x € V|_on a :
2 2 2 . 5 2
w” € [wi(x),wi(X)] = iw€oa siN(x)>0
w? e [N°(x),wi(x)] = iweoa siN*(x)<0
avec : wi(x) = (4Q% + N2 £ AY?)(x)/2, wi(x) >0, w2 N*(x) >0
@ w? € [min(0,N2;,), maxw? (x)] = iw € o2

max(4 02, N,Z,,ax) < maxwi <40+ N3, siN2_. >0
°
ma><(0,4Q2 + N,z,,ax) < maxwi <40? siN2,, <0
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UQ(QQM Qg) (suite)

[—(max(O, _ernin))l/27 ((max(O, _lenin))l/z] Ui [_ maXx w4, max w+] C o2 J

w € R => M(iw) € £(L?*(VL)) auto-adjoint
M(iw) strictement négatif

2 > 1/2 1/2
o] > max{ (492 + N* + &%) (x) /2} ﬁ{iwep(er\/le)

Soient v € RX,, et |w| > maxw, (x)

QM(iw)u=v et u€RX>
<
IpeH :u=M(iw) *(v+ T*p)) € Ho(div0, Vy)
<
IpeH: —(M@iw) 'T*p|T*q),. = (M(iw)) 'v|T*q),, VYqeH

|w| >wy —iwE p(Lzz) C A4(L22) = A4(L)
|w| > max(wy, [Q]) (= wy si N, > —3Q%) = iw € As(L)
|0 < [Im(\)] < Q] et max*3(=N2,,0) < |A| < max(0, =) = X € As(L)

Bernard Valette Une classe de Problémes Spectraux



Spectre global

052 § N multiplets sismiques Plan i®
9 )
: t Modes de Slichter
(AQ24N2, )12
Max? [4Q2+N2+ ((4Q2+N2)2 -16Q02N2c0s20)/2]V2/2 |
2Q
FCN Q
FICN °
° Gd
W Max(0,-y(A))¥?
Max(0,-N2,)1/2
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The discrete seismic Earth's spectrum

! !

On the left, mean frequency of the seismic
/%%1%555/ multiplets as function of the harmonic an-
NELEV s I gular order ¢ (from G. Master and R. Wid-
mer). Top, for spheroidal modes (,S;, P-SV
waves), bottom for torroidal modes of the
mantle (, T¢ SH waves). Each of those multi-
plet consists of (2¢4+1) modes, the frequency
3 of which would coincide if the spherical sym-
metry was perfect, and without rotation. Bi-
furcations (of avoided crossing type) of dif-
ferent harmonic branches related to CMB and
ICB and to inner core modes, can be discer-
: ned in the spheroidal pattern.

T T
0 20 40 60 80 100
Angular Order |

10

Frequency [mHz]

Below, Fourrier transform of the strain-meter
10 . — . : record at Black Forest observatory of the Su-

. -~ // matra 2004 Event. (R. Widmer and G. Laske,
// | in Treaty of Geophysics)

Strain at BFO - 26 Dec 2004 Sumatra—Andaman EQ
o L L L L L L L

o
I

IS
1

() E

Frequency [mHz]
Linear strain (pe)
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Relations d'orthogonalité, modes quasi-rigides

u: NMu+2XBu+Au=0,v: pfu+2uBu+Au=0
N (ulv) +2 A (Bulv) +a(u,v) =0
{,uz(u|v)—2u(Bu|v)+a(u,v):0
— AT (ulv) + a(u,v) =0 et (A—7) () +2(Bulv) =0 (A # —7)

Repére au centre des masses —> / udm =20
v

/VL()\)udm:B()\)/Vuder/VAudm:B()\)/Vudeer{Qx/Vudm}

L'espace admissible est I'orthogonal dans L?(V,dm) des translations

0t - Q=0=At=—|QPt et L(£|Q)t=+2Q xt

otxQ=0=At=L(0)t=0

Quasi-rotation : k x x, k € C3

eQxk=0=Akxx)=L0)u=0
k- Q= A(u) = (2,k,x) Q- (2 -x)k x Q

o L(+ilQ)(extie2) =0 ((e1,e2,Q/|9|) repére orthormé direct dans R3)
r(t) = (cos(|Q2| t) ex — sin(|Q2| t) e2) x x



Spectre discret et Min-Max

e A auto-adjoint, 7i > —oo et D(a) < X compacte
Soient : e C > X\ — B()\) € L(X) analytique
e A€ F CC = L(A) = B(A) + A auto-adjoint

A€o(L)NF=04(L)NF <=

Jk>1: inf B(M\)ulu) +a(u,u)} =0 (dim S, = k
> SklgnD(a) uesn:z‘ax {(B(X\)ulu) + a(u,u)} (dim S )
et le infimum est atteint

C=(A—p)"Y2(B(\)+u)(A—p)""* compact et C=C* dans X (p < 0,7)
-leo(CQ)<=JueX: (Ix+Cu=0

= WeX: (uv)+ ((BOA) + p)(A—p) Y2u[(A—p)""2v) =0

W D) ¢ (A W) (A— 0)V) + (B + ') = 0

<~ W € D(a) :a(u,v)+ (B(A\U'|V) =0 <= u’ € D(A) et L(A ) =0

<— 3Jk>1: STC”JY ueST.TL)x(\:l{lJr( A)+p)(A—p) 1/2u| A—p)~ )}
(BAufu) +a(u,u)y _
(MM*MUMM/}_O

. —0
= Skglan(a) Llesmax {(B(A)u|u) +a(u,u)}
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po=p S,CD(a) ueSy



o4(L) et Min-Max (A2 +2\B+ A, A=A" B= —B")

X=X1®X, N>=0, X» CkerA, D(L)N A1 — X1 compacte
0e=i[-29Q,2Q] 04 Ci(—00,—2Q)Ui(2Q, +0c0)

iw€sg(l) <= iweoa{T(w)}
avec : T(w) = —w? +2wiB11 — 4wB12(w — 21 B2) 'Ba + Anx

b(w,u) = —wr 2w (iBiuju) + 4w ((w —2i 822)71821u|821u)

2&)749

< —
t?;?éb(w’u)_ Y20

D:={ueD(@) : |lul =1 et b(wo,u)+ a(u,u) >0}
= ( VYueD3!r(u)>wo : b(ry(u),u)+a(u,u)=0
Imo : SCD(a)NAy et dimS>mg=—SND# @

, max O,b(w,u) <0 si w>wo (32 < wo < 4Q)
ueX;

iweo(l)etw>wo<=Ik>mp : w=_min max _r(u)
S,CD(a,) UES,ND
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Mode de Chandler

Planéte solide stable, Q vecteur propre du tenseur d'inertie J € £5(C?) :
kl—>—/x><(x><k)dm
\%
Soit : u=(k+k') x - avec k-Q=0cet k' x Q (quasi-rotation)
a(u,u) = (jk|k) — (J(kx Q)|k x Q)
lull® = [l x -||* = (TklK)ca et “ “
(Bulu) = (B(k x [k x -)cs

Ss : I'espace des quasi-rotations, Sz = {k x - avec k = e; + (a +iB)e2 }
wr=0(Uu=Qx") w2<( mln r(a,[i’) et w3<( max. r(a B)

(IBu|) |1+|2—|3
b= =B|Q—1T 2" 3
rla _ a2 1/2 (U|u) |1+(012+52)|2
( 7/8)*b+( +b) a_a(U,U)_‘Q|2|3_|2+(a2+62)(|3_|1)
© (ufu) L+ (a2 + B2) 1,

w3 <[Q (=0, 8=1u=(e1+ie1) x-)

e (Y (e (b))

v(t) = (li(ls — Iz))l/2 cos(we t) + (I2(Is — |1))1/2 sin(we t)




Période de Chandler (obs)

Oberved period of Chandler wobble (solar days)

Nastula & Gross 2015
Pan 2007

Guo et al. 2005
Hopfner 2003

Schuh et al. 2001 |
Vicente & Wilson 1997
Kuehne et al. 1996 |- + R
Furuya & Chao 1996 | -+ E
Lenhardt & Groten 1985 - + E
Chao 1983 A A A A R

Dickman 1981

Carter 1981

Wilson & Vicente 1980
Ooe 1978

McCarthy 1974

T
+

A A A A A E
A A 4

+

>
>
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Période de Chandler (calcul approché sans océan)
Chandler Wobble

-1 -1 -1
S=Ty +0, + T3

08

0.6 |

0.2 |

-0.2
0 2000 4000 6000

Radius (km)
Tcow = 404.7 solar days
Tobs = 434 solar days

Yves ROGISTER and Bernard VALETTE Multiplicity of rotational mode frequency
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stratification adiabatique dans le noyau : N2> =0

oe(L) = o1(L) = i [-2Q,2Q)

—w?u+2iwQ xu=Vp dans V

@ La(w)u=0<= < V-(p-u)=0 dans V.
u-n=20 sur OV
@ p solution de I'équation de Poincaré (1910, p supposé constant)
Q 2
w

@ Equivalent to studying the spectrum of the projected geostrophic operator
onto Xo : u € X3, u—2P>Q x u € Xy, where P, is the Leray Projector.

@ Greenspan (1968) showed that in spherical or cylindrical configuration
with constant density, o, is everywhere dense in the interval i [—2Q,21Q)]
and Backus for an ellipsoidal configuration in the 1990s.

@ Ralston (1973) proved that g. = i [—2,2Q)] for any configuration (with
regular boundaries).
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Valdettaro, 1997)

@=0.4038
T=-T02x 107

®=0.6056
T=-270x10"*

L=400 0 E=2.0x 107

L=680N,=300 E<1.0x 10

L=680N,=330 £=1.0x 107

From Rieutord, Georgeot, and Valdettaro, J. Fluid Mech (2001) : Kinetic energy in a meridional
section of a shell for 4 axisymmetric modes with different viscosity. The authors suggest that in
the limit of O viscosity, the point spectrum is not everywhere dense in [—2%Q, 2Q]
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Lien de L(A) = A\? + 2\B + A avec des problémes linéaires

o A= (_OA _';‘B) D(A) = D(A) x X
o(A) =o(L), op(A) = 0op(L) et ker (A —A) = {(u,Au), u € ker (L(A)) }

o 0 AZ-A\ [0 AP\ [0 AV
T \-A2_a”" 2B ) \-AYV? 2B Az 0

T 0 AY? 4 A2 0 AP 0 AY?
T\ AV 4 A2 2B ) \-A7* 2B Tlae o

A=A, —A_ = (AV> + AV (A2 —AY?) ALAL=A_A =0
D(T) = D(T') = D(a) x D(a) avec D(a) = D(AY? + A¥?) = D(AY?)
A=T)=-(+T)

o(T) =o(T') =o(L), 0p(T) = p(T') = op(L)
Dans C\{0} les o« (k <5) de T, T’ et L coincident avec égalité des o et 8
ker L(0) x {0} = ker A x {0} C ker T = {(u,v) ’ |A[Y2u = —2Bv}
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Le probléme dynamique lié¢ a L

Soient f € C°(R,, X),vo € D(a) et vi € X'; le probléme :

vEC’(Ry,D(a)) NCH(R4, X) v(0) =vo, v(1) =1
Yw € D(a), t— (v(t)|w)()§) est différentiable et :
V(WS +2(Bv(t)W)E +a(v(t),w) = (f(t)lw)x (t € Ry)

(P1)

admet une solution unique reliée, d'une maniére équivalente, a la solution du

probléme :

VY = TV 4 (0,h) avec h(t) = /tf(s) ds +vi 4+ 2Bvp et V(0) = (0, vo) (Pz)J
0

V € C°(R4,D(T)) NCHRy, X x X) et V(t) = ((A‘f — AY?) /Ot v(s)ds, v(t))

(Stone + pert. bornée + h € C*(R,, X) = solution unique de Pz)
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Le probléme dynamique lié a L (suite)

Sife CY(Ry,X), vo € D(A) et v € D(a) le probléme :

v® 1 2BV L Av=f v(0) =vo, VY =v; (P) J

admet une solution unique dans C°(Ry, D(A)) NC* (R4, D(a)) NC* (R4, X) et

t
V(t) = ((Ai/z B Al_/Z)/O v(s)ds, v(t)) est solution de P>

A= (_OA '_D;é) et Bim (_OA 'Déa)) D(A') = D(B) = D(A) x D(a)

dans D(a) X X muni du p.s. a(u,u’) — y(ulu’) + (v|v'), (v < ¥i). Le probléme :

UM = A"U +(0,f), U(0) = (vo,v1) dans D(a) x X (733)J

B est anti-adjoint et A’ — B est borné dans D(a) x X
= A’ génére un C° semi-groupe (Stone + perturbation borné)

U(0) = (vo,v1) € D(A) x D(a) = D(A’) et f € C'(Ry, X)
= P53 admet une unique solution dans C°(Ry,D(A)) NC* (R4, D(a) x &)

Posant U = (v, u) v est la solution forte de P
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