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Dérivations covariantes sur un fibré vectoriel

Sections d'un fibré vectoriel

Soit (E, M, ) un fibré vectoriel.

Etant donné une variété lisse N et une application lisse h: N — M,

on note I,(N, E) le sous-module sur C°(N, R) de C™(N, E) constitué des
sections lisses de (E, M, 7) le long de h (applications lisses o0 : N — E
qui vérifient moo = h).

Lorsqu'on a N = M et h = Iy, I'ensemble I,(N, E) se réduit a celui des
sections lisses [(E) de (E, M, ).

Lorsqu'on a E = TM et m = 1), I'ensemble I'(E) n’est autre que celui
X(M) des champs de vecteurs lisses sur M.

Lorsqu'on a (E,M,n) = (R,{0},0) et h = 0, I'ensemble T4(N, E) est
égal a C™(N,R).
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Dérivations covariantes sur un fibré vectoriel

Définition (Koszul)

On dit qu’une application V : TN xT(N, E) — E est une dérivation covariante
sur (E, M, ) le long de h lorsqu’elle vérifie les cinq propriétés suivantes :

@ Pour chaque o € Ty(N, E), I'application partielle V(o) : TN — E est

un morphisme du fibré vectoriel (TN, N, y) dans le fibré vectoriel (E, M, )
au-dessus de h.

Votw(o) = V(o) + Vi (0)

pour tous o € Th(N, E) et v,w € TN vérifiant ty(v) = my(w).

V(o) = AV, (a) pour tous A\ € R, v e TN et o € [(N, E).

Vi(o1 + 02) = Vi(01) + Vi (02)
pour tous v € TN et 01,02 € Ty(N, E) vérifiant (01,02) € (ExpmE).

V.(fo) = f(q)V (o) + (T,f-v)a(q)  (régle de Leibniz)
pour tous g €N, v € TN, f € C™(N,R) et o € Ty(N, E).

Lorsqu'on a N = M et h = I, on dit tout simplement que V est une
dérivation covariante sur (E, M, 7).
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Dérivations covariantes sur un fibré vectoriel
Opérateurs de Koszul sur un fibré vectoriel

Définition

On dit qu'une application V : X(N)xTy(N, E) — (N, E) est un opérateur
de Koszul sur (E, M, ) le long de h lorsqu’elle vérifie les quatre propriétés
suivantes :

@ Vx.y(o)=Vx(c)+ Vy(o) pourtous X,Y € X(N) et o € (N, E).

e Vix(c) = fVx(a) pour tous f € C*(N,R), X € X(N) et o € Th(N, E).
(Ces deux points signifient donc que pour chaque o € Ty(N, E) I'application
partielle V.y(c) : X(N) — Th(N, E) est linéaire relativement 3 C™(N,R).)

) Vx(O'l + 02) = Vx(Jl) aF Vx(Ug)
pour tous X € X(N) et 01,05 € Th(N, E) vérifiant (o1,02) € (ExmE)N.

@ Vx(fo)=fVx(o)+ (X-f)o (régle de Leibniz)
pour tous X € X(N), f € C™(N,R) et o € Ty(N, E).

Lorsqu'on a N = M et h = I, on dit tout simplement que V est un
opérateur de Koszul sur (E, M, ).
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Dérivations covariantes sur un fibré vectoriel

Dérivation covariante — opérateur de Koszul

Soient V : TN xT4(N, E) — E une application et o € T,(N, E) telles
que I'application partielle Vi.)(c) : TN — E soit un morphisme du fibré
vectoriel (TN, N, 7y) dans le fibré vectoriel (E, M, ) au-dessus de h.

Pour tous X € X(N), on peut donc poser
Vx(O') ZZV(.)(O')OX S I',,(N,E) .

Proposition

Si V est une dérivation covariante sur (E, M, ) le long de h,
alors I'application V : X(N)xTp(N, E) — T4(N, E) ainsi définie
est un opérateur de Koszul sur (E, M, ) le long de h

qui est dit associé 3 V.
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Dérivations covariantes sur un fibré vectoriel

Applications multilinéaires

Soient k > 1 un entier, (E1, M1, 1), ..., (Ex, Mk, k) des fibrés vectoriels,
et hy : N — My, ..., hy : N — M, des applications lisses.

Etant donné une application B : Ty(N, E1)x - - x T (N, Ex) — T(N, E)
qui est multilinéaire relativement 4 C*(N,R), on a

[B(Ul 9 00° g Uk)](q) = [B(el §ooo g ek)](q) € Eh(q)

pour tous g € N et 01,01 € Ty (N, Ey), ..., ok, 0k € T (N, E)

vérifiant 01(q) = 61(q), ..., ok(q) = Ok(q).

Pour tous g e N et x1 € (E]-)hl(q)’ ce Xk € (Ek)hk(q)v

on peut donc définir B(x,...,xc) = [B(o1, ..., 0x)l(q) € Ep(q)
en choisissant de facon arbitraire oy € [, (N, E1), ..., ok € Ty (N, Ex)
qui vérifient o1(q) = x1, ..., ok(q) = xk.
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Dérivations covariantes sur un fibré vectoriel

Opérateur de Koszul — dérivation covariante

Soit V : X(N)xTh(N, E) — Tp(N, E) une application.

Proposition

Etant donné o € Ty(N, E) telle que I'application partielle

Viy(0) : X(N) — Ty(N, E) soit linéaire relativement 3 C*(N,R), on a
[Vx(o)l(q) = [Vy(2)l(q) € Enq)

pour tous q € N et X, Y € X(N) vérifiant X(q) = Y(q).

Pour tous g € N et v € T;N, on peut donc définir V(o) = [Vx(o)l(q) € En(q)
en choisissant de fagon arbitraire X € X(N) qui vérifie X(q) = v.

Proposition

Si V est un opérateur de Koszul sur (E, ,7r) le long de h,
alors I'application VTN xTy(N,E) —
(v,0) — V (o)

covariante sur (E, M, ) le long de h qui est dite associée 3 V.

P. Verovic Dérivations covariantes
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Expression locale
Dérivation covariante induite

Soit V : TN xT,(N, E) — E une dérivation covariante sur (E, M, )
le long de h.

Proposition

Etant donné g € N et v € TyN, on a alors V,(01) = Vi(02) € Ep(q)

pour toutes 01,0 € [R(N, E) telles qu'il existe un voisinage V de q
dans N vérifiant O1lly = 02|y-
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Expression locale
Dérivation covariante induite

Soient U un ouvert de N et 6 € T (U, E).

On se donne une partie compacte K de N et un ouvert V de N qui
vérifient V C K C U ainsi qu’une fonction f € C™(N, R) telle qu’on ait
ﬂVZl et ﬂN\KZO'

Proposition

L’application o : N — E définie par o(q) = f(q)0(q) pourq € U
et 0(q) = 0 € Epq) pour g € N U appartient a T(N, E).

Ceci montre que pour chaque g € U il existe un voisinage V de g dans N
contenu dans U et un prolongement o de 6, a N qui est dans I,(N, E).
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Expression locale
Dérivation covariante induite

Pour tout g € U et v € TN = T,U on peut donc définir

V‘fj(é) = VV(O') S Eh(q)
en choisissant de facon arbitraire une section o € (N, E) et un voisinage
V' de q dans N contenu dans U qui vérifient oy = 0}y

Proposition

L’app/ication vU . TU % rh‘U(U’ E) N E

(v.0) — VJ(0)
est alors une dérivation covariante sur (E, M, ) le long de hy,
qui est dite induite par V sur U.
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Expression locale
Repéres mobiles

En désignant par k > 1 le rang du fibré vectoriel (E, M, ), on considére
un ouvert Q de M et des applications wi, . ..,w, € C(Q, E).

Définition

On dit que F = (w1, ...,wx) est un repére mobile pour (E, M, )
au-dessus de QQ lorsque pour chaque p € Q les propriétés suivantes
sont vérifiées :

e On a m(wj(p)) = p pour tout j € [1, k].

o La famille (wi(p), --- , wk(p)) de vecteurs de E, est libre.
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Expression locale
Symboles de Christoffel

On se donne une dérivation covariante V : TN xT(N, E) — E sur
(E,M,7) le long de h et on suppose que F = (w1, ...,wx) est un repére
mobile pour (E, M, ) au-dessus de Q.

En posant n:= dim(N) > 1, on considére une carte (U, = (x1,...,%n))
sur N qui vérifie h(U) C Q et pour chaque j € [1, k] on définit
@ € Ty, (U, E) par @j(q) = wj(h(q)) pour tout q € U.

Pour chaque (i,j) € [1, n] x[1, k], les fonctions

k
’Y‘(}J), o T(f'(,j) € C (U, R) définies par Vé(q)(d)j) =ZZ_:1'T‘(€’J.)(q)wg(q)
pour tout g € U s'appellent les symboles de Christoffel de V sur U
relatifs a (U, o = (x1,...,xn)) et F.
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Expression locale

Etant donné o € I,(N, E), il existe une unique famille (o, ..., ax)
d’élements de C™(U, R) telle qu’on ait Oy =011 + -+ W -

D’autre part, étant donné g € U et v € TgN, il existe une unique famille
(b1,...,bn) de nombres réels vérifiant v = by %(q) +---+ by aixl(q) :

On obtient alors I'expression
k

n k
Wiow) = Z{ bi {%-ae) +Zﬁ?,naf](q)}we(q> -
i=1 j=1

{=1
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Exemple important : dérivation covariante de Levi-Civita

Tenseur de torsion

On suppose iciquona N= M, h=1Iy et (E,M,7) = (TM, M, 1) ,
ce qui donne Th(N, E) = X(M) .

Dans ce cas, on dit que la dérivation covariante V sur (TM, M, 1)
associée a V est une dérivation covariante affine sur M.

Proposition

L'application T : X(M)x X(M) — X(M) définie par
T(X,Y)=Vx(Y)— Vy(X)—[X,Y] est bilinéaire relativement

a C™(M,R) et s'appelle le tenseur de torsion associé a V.

Pour tous g € M et v,w € TgM, on peut donc définir
T(v,w) = [T(X,Y)l(q) € Ty4M

en choisissant de facon arbitraire X, Y € X(M)

qui vérifient X(q) = v et Y(q) = w.



Exemple important : dérivation covariante de Levi-Civita

Métriques pseudo-riemanniennes

Soit g : X(M)x ¥(M) — C™(M, R) une métrique pseudo-riemannienne
sur M (par exemple, une métrique lorentzienne en relativité générale
ou bien une métrique riemannienne en mécanique).

Théoréme (Levi-Civita)

Il existe un unique opérateur de Koszul V sur (TM, M, 1) qui vérifie
les deux propriétés suivantes :

e Pour tous X,Y,Z € X(M), on a
Z-g(X,Y) = g(Vz(X), Y) + g(X, Vz(Y)).

o Le tenseur de torsion associé a V est nul.

La dérivation covariante affine V sur M associée a V s'appelle alors
la dérivation covariante affine de Levi-Civita sur M associée a g.
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Exemple important : dérivation covariante de Levi-Civita

Symboles de Christoffel

Pour tous g € M et v,w € TgM, on peut définir g(v,w) = [g(X, Y)l(g9) € R
en choisissant de facon arbitraire X, Y € X(M) qui vérifient X(gq) = v
et Y(q) = w (puisque g est bilinéaire relativement a C™ (M, R)).

En posant n := dim(M) > 1, on considére une carte (U, = (x1,...,Xn)) sur
M et le repére mobile F = (aixlv e aix,,) pour (TM, M, 1) au-dessus de U.

Pour tous i,j € [1,n] et g € U, on pose g(,d)( ) = (8x (9), a%j(q))
et on définit G : U — GL(n,R) par G(q) = (g(fJ)(q))(i,j)e[[l,n]l2 .

En écrivant alors [G(q)] ! = ( (q))(ld Je[Lap Pour tout g € U, on obtient

Tiia Zg“ & [ o5 8k) T (5 -8kn) — (5% &) [(9)

pour tous /,j,/ € [[1, n].
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Transport paralléle le long d'une courbe
Dérivation absolue le long d'une courbe

Soit V : TN xT,(N, E) — E une dérivation covariante sur (E, M, )
le long de h.

Proposition

Etant donné g € N et v € TgN, on a alors V,(01) = Vi(02) € En(q)
pour toutes 01,07 € [R(N, E) telles qu'il existe un nombre réel € > 0
et une courbe lisse ¢ : [—¢,e] — N vérifiant c(0) = q, £(0) = v

et opjoc =o0p0C.
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Transport paralléle le long d'une courbe

Dérivation absolue le long d'une courbe

Soient / un intervalle ouvert de R et v : / — N une courbe lisse.

Théoréme

Il existe alors une unique application D7 : I x Ty, (I, E) — E qui vérifie
les quatre propriétés suivantes :

® Pour chaque € Ty~ (I, E), on a Dg)(H) € Thoy(1,E) .

o Etant donnét € | et 0 € Thoo (I, E) tels qu'il existe o € T(N, E)
et un nombre réel € > 0 vérifiant [t —e, t +¢] C | et o(y(s)) = 6(s)
pour tout s € [t —e, t+¢], on a D}(0) :Vv.(t)(a) € En(+(1)) -

° D?(Ql +6) = D?(Ql) aF D?(@z) pour toust € | et 01,0 € rho,y(/, E).

o DJ(af) = a(t)D;/(0) + a'(t)0(t)
pour tous t € I, a € C™(I,R) et 0 € Tho, (I, E).
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Transport paralléle le long d'une courbe
Dérivation absolue le long d'une courbe

Définition

L'application D7 s'appelle la dérivation absolue associée a V le long de ~.

Soient F = (w1, ...,wx) un repére mobile pour (E, M, ) au-dessus d'un ouvert Q
de M et (U, = (x1,...,Xn)) une carte sur N qui vérifie h(U) C Q.

On considére un intervalle ouvert J C [/ vérifiant (J) C U et pour chaque
i € [1,n] on définit b; € C(J,R) par bi(t) = xi((t)) pour tout t € J.

Etant donné 6 € To~(/, E), il existe une unique famille (ay, ..., a) d'éléments
de C™(J,R) veérifiant 0(t) = ay(t)@1(y(t)) + - - - + a(t)D(y(t)) pour tout t € J.

On obtient alors I'expression

D}(6) = Z{(ae)’m +ZZT(,€,-)(7(r»(b,-)'(t)a,-(t)}we(v(r» pour tout £ € J.

/=1 i=1 j=1
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Transport paralléle le long d'une courbe

Définition

On dit qu'une section 0 € Ty~ (/, E) est paralléle le long de v pour DY
lorsqu’elle vérifie D](0) =0 € Ep((r)) pour tout t € 1.

D’apreés I'expression précédente, ceci entraine que pour chaque ¢ € [1, k] on a

n k
(ar)'(t) +ZZT&J‘)(’Y(f))(bi)’(t)aj(t) =0 pourtoutte J,

i=1 j=1
ce qui montre que la fonction F = (ay,...,a) € C"(J, R¥) est solution
d’une équation différentielle linéaire du premier ordre.
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Transport paralléle le long d'une courbe

Etant donné ty € / et x € En(y(t)), 1| existe donc une unique section
6 € Thory(/, E) qui soit paralléle le long de v pour D7 et qui vérifie
la condition initiale 0(ty) = x .

Pour chaque t; € /, on pose alors P(Zo’tl)(x) =0(t1) .

Proposition

L 'application P(ZO n)  En(y(to)) — Eb(r(ta)) @insi définie est linéaire
et s'appelle le transport paralléle de ty a t; le long de v pour D7.

P. Verovic Dérivations covariantes



Transport paralléle le long d'une courbe

Proposition

Pour tous ty, t1,t» € I, on a

PW

Y _ 24 _ p7
P(to,to) - IEh(w(to)) et P(fl,tz) © Flto,tr) = P(toytz) ’

P ’}/ .. .
Il en résulte que P(tmtl) est bijectif.

Théoréme

Pour tout ty € | et toute section 6 € Tpo~(I, E), on a
[F’(lto)(@(t)) = 0(1‘0)]/(1.‘ = to) — D?o(ﬁ) € Eh(’y(to)) /orsque t —— 1.

t#to

Conséquence

Une section 0 € Typo (1, E) est paralléle le long de v pour D7 si, et seule-
ment si, il existe ty € | tel qu'on ait P(ZO n(0(t0)) = 6(t) pour tout t € I.
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Géodésiques

On se donne une dérivation covariante affine V: TMxX(M) — TM
sur M, un intervalle ouvert / de R et une courbe lisse v : / — M.

Définition

On dit que ~y est une géodésique pour V lorsque la section v € I, (I, TM)
est paralléle le long de v pour D7.

Ceci équivaut donc a avoir D/(7(t)) = 0 € T,(yyM pour tout t € /,
ce qui signifie que I'« accélération » de v est nulle.
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Géodésiques
Expression locale
En posant n := dim(M) > 1, on considére une carte (U, = (x1,...,Xp)) sur

M et le repére mobile F = (Bixl’ e, a%) pour (TM, M, 1)) au-dessus de U.

On considére un intervalle ouvert J C [ vérifiant (J) C U et pour chaque
i € [1,n] on définit b; € C°(J,R) par bj(t) = xj(y(t)) pour tout t € J.

On a donc (t) = (bl)/(t)aixl(V(t)) + -+ (b)(2) 8‘1 (v(t)) pour tout t € J.

Dire que v est une géodésique pour V entraine alors que pour chaque
tefl,n] ona

(be)"(t) +ZZT,’J) ) (bi)'(£) (b;)(t) =0 pour tout t € J,

i=1 j=1
ce qui montre que la fonction H = (by, ..., by) € C°(J, R¥) est solution
d’'une équation différentielle non linéaire du second ordre.
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Géodésiques
Semi-sprays et sprays

Ceci nous améne a considérer ce qui suit.

Définition

Un champ de vecteurs lisse S sur TM qui vérifie la relation Tryy0S = Ity
s'appelle un semi-spray sur M.

Ceci signifie que S est une section du fibré vectoriel (T(TM), TM,Try)
en plus d'étre une section du fibré tangent (T(TM),TM, 71p) de TM.

Définition

On dit qu’un semi-spray S sur M est un spray sur M lorsque pour tout
nombre réel X\ > 0 et pour tout v € TM on a S(Av) =T,(my)-(AS(v)) ,
ot my : TM — TM est la multiplication par \.

Ceci signifie que le flot ® de S vérifie ®I(Av) = A® (v) pour tout t
dans I'intervalle de définition de ®()(\v).



Géodésiques
Dérivation covariante — semi-spray

Proposition

Il existe un unique semi-spray S sur M tel que pour tout intervalle ouvert |
de R et pour toute courbe lisse v : | —> M les propriétés suivantes sont
équivalentes :

o La section v € I,(I, TM) est une courbe intégrale de S.

@ La courbe vy est une géodésique pour V.

Etant donné une carte (U, = (x1,...,Xa)) sur M, considérons le repére
mobile F = (8X1 ..,aixn) pour (TM, M, 1)) au-dessus de U.

En écrivant To = (y1,...,¥n,21,...,2n), On a alors
S(v) = Z{Zem—( [ZZ% () 2i()2(v ]a%(v)}
(=1 i=1 j=1

pour tout v € TU.



Géodésiques
Spray —» dérivation covariante

Soit S un spray sur M.

Proposition (réciproque)

Il existe alors un unique opérateur de Koszul V sur (TM, M, 1) dont le
tenseur de torsion associé est nul et tel que pour tout intervalle ouvert |
de R et pour toute courbe lisse v : | — M les propriétés suivantes sont
équivalentes :

o La section v € I[,(I, TM) est une courbe intégrale de S.

@ La courbe ~y est une géodésique pour la dérivation covariante V
associée a V.

P. Verovic Dérivations covariantes
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