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Dérivations covariantes sur un �bré vectoriel
Sections d'un �bré vectoriel

Soit (E ,M, π) un �bré vectoriel.

Étant donné une variété lisse N et une application lisse h : N −→ M,
on note Γh(N,E ) le sous-module sur C

∞
(N,R) de C

∞
(N,E ) constitué des

sections lisses de (E ,M, π) le long de h (applications lisses σ : N −→ E
qui véri�ent π ◦σ = h ).

Lorsqu'on a N := M et h := IM , l'ensemble Γh(N,E ) se réduit à celui des
sections lisses Γ(E ) de (E ,M, π).

Lorsqu'on a E := TM et π := τM , l'ensemble Γ(E ) n'est autre que celui
X(M) des champs de vecteurs lisses sur M.

Lorsqu'on a (E ,M, π) := (R, {0}, 0) et h := 0, l'ensemble Γh(N,E ) est
égal à C

∞
(N,R).
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Dérivations covariantes sur un �bré vectoriel

Dé�nition (Koszul)

On dit qu'une application ∇ :TN×Γh(N,E ) −→ E est une dérivation covariante
sur (E ,M, π) le long de h lorsqu'elle véri�e les cinq propriétés suivantes :

Pour chaque σ ∈ Γh(N,E ), l'application partielle ∇(·)(σ) :TN −→ E est
un morphisme du �bré vectoriel (TN,N, τN) dans le �bré vectoriel (E ,M, π)
au-dessus de h.

∇v+w (σ) = ∇v (σ) +∇w (σ)

pour tous σ ∈ Γh(N,E ) et v ,w ∈TN véri�ant τN(v) = τN(w).

∇λv (σ) = λ∇v (σ) pour tous λ ∈ R, v ∈TN et σ ∈ Γh(N,E ).

∇v (σ1 + σ2) = ∇v (σ1) +∇v (σ2)

pour tous v ∈TN et σ1, σ2 ∈ Γh(N,E ) véri�ant (σ1, σ2) ∈ (E×ME )N.

∇v (f σ) = f (q)∇v (σ) + (Tqf ·v)σ(q) (règle de Leibniz)

pour tous q ∈N, v ∈TqN, f ∈ C
∞

(N,R) et σ ∈ Γh(N,E ).

Lorsqu'on a N := M et h := IM , on dit tout simplement que ∇ est une
dérivation covariante sur (E ,M, π).
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Dérivations covariantes sur un �bré vectoriel
Opérateurs de Koszul sur un �bré vectoriel

Dé�nition

On dit qu'une application ∇ : X(N)×Γh(N,E ) −→ Γh(N,E ) est un opérateur
de Koszul sur (E ,M, π) le long de h lorsqu'elle véri�e les quatre propriétés
suivantes :

∇X+Y (σ) = ∇X (σ) + ∇Y (σ) pour tous X ,Y ∈ X(N) et σ ∈ Γh(N,E ).

∇f X (σ) = f∇X (σ) pour tous f ∈ C
∞

(N,R), X ∈ X(N) et σ ∈ Γh(N,E ).

(Ces deux points signi�ent donc que pour chaque σ ∈ Γh(N,E ) l'application
partielle ∇(·)(σ) : X(N) −→ Γh(N,E ) est linéaire relativement à C

∞
(N,R).)

∇X (σ1 + σ2) = ∇X (σ1) + ∇X (σ2)

pour tous X ∈ X(N) et σ1, σ2 ∈ Γh(N,E ) véri�ant (σ1, σ2) ∈ (E×ME )N.

∇X (f σ) = f∇X (σ) + (X ·f )σ (règle de Leibniz)

pour tous X ∈ X(N), f ∈ C
∞

(N,R) et σ ∈ Γh(N,E ).

Lorsqu'on a N := M et h := IM , on dit tout simplement que ∇ est un
opérateur de Koszul sur (E ,M, π).
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Dérivations covariantes sur un �bré vectoriel
Dérivation covariante −→ opérateur de Koszul

Soient ∇ :TN×Γh(N,E ) −→ E une application et σ ∈ Γh(N,E ) telles
que l'application partielle ∇(·)(σ) :TN −→ E soit un morphisme du �bré
vectoriel (TN,N, τN) dans le �bré vectoriel (E ,M, π) au-dessus de h.

Pour tous X ∈ X(N), on peut donc poser
∇X (σ) :=∇(·)(σ)◦X ∈ Γh(N,E ) .

Proposition

Si ∇ est une dérivation covariante sur (E ,M, π) le long de h,
alors l'application ∇ : X(N)×Γh(N,E ) −→ Γh(N,E ) ainsi dé�nie
est un opérateur de Koszul sur (E ,M, π) le long de h
qui est dit associé à ∇.
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Dérivations covariantes sur un �bré vectoriel
Applications multilinéaires

Soient k > 1 un entier, (E1,M1, π1), ..., (Ek ,Mk , πk) des �brés vectoriels,
et h1 : N −→ M1, ..., hk : N −→ Mk des applications lisses.

Proposition

Étant donné une application B : Γh1(N,E1)×· · ·×Γhk(N,Ek) −→ Γh(N,E )
qui est multilinéaire relativement à C

∞
(N,R), on a

[B(σ1 , . . . , σk)](q) = [B(θ1 , . . . , θk)](q) ∈ Eh(q)
pour tous q ∈N et σ1, θ1 ∈ Γh1(N,E1), ..., σk , θk ∈ Γhk(N,Ek)
véri�ant σ1(q) = θ1(q), ..., σk(q) = θk(q).

Pour tous q ∈N et x1 ∈ (E1)h1(q), ..., xk ∈ (Ek)hk(q),

on peut donc dé�nir B(x1, . . . , xk) := [B(σ1 , . . . , σk)](q) ∈ Eh(q)
en choisissant de façon arbitraire σ1 ∈ Γh1(N,E1), ..., σk ∈ Γhk(N,Ek)
qui véri�ent σ1(q) = x1, ..., σk(q) = xk .
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Dérivations covariantes sur un �bré vectoriel
Opérateur de Koszul −→ dérivation covariante

Soit ∇ : X(N)×Γh(N,E ) −→ Γh(N,E ) une application.

Proposition

Étant donné σ ∈ Γh(N,E ) telle que l'application partielle
∇(·)(σ) : X(N) −→ Γh(N,E ) soit linéaire relativement à C

∞
(N,R), on a

[∇X (σ)](q) = [∇Y (σ)](q) ∈ Eh(q)
pour tous q ∈N et X ,Y ∈ X(N) véri�ant X (q) = Y (q).

Pour tous q ∈N et v ∈TqN, on peut donc dé�nir ∇v (σ) := [∇X (σ)](q) ∈ Eh(q)
en choisissant de façon arbitraire X ∈ X(N) qui véri�e X (q) = v .

Proposition

Si ∇ est un opérateur de Koszul sur (E ,M, π) le long de h,

alors l'application
∇ : TN × Γh(N,E ) −→ E

(v , σ) 7−→ ∇v (σ)
est une dérivation

covariante sur (E ,M, π) le long de h qui est dite associée à ∇.
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Expression locale
Dérivation covariante induite

Soit ∇ :TN×Γh(N,E ) −→ E une dérivation covariante sur (E ,M, π)
le long de h.

Proposition

Étant donné q ∈N et v ∈TqN, on a alors ∇v (σ1) = ∇v (σ2) ∈ Eh(q)
pour toutes σ1, σ2 ∈ Γh(N,E ) telles qu'il existe un voisinage V de q
dans N véri�ant σ1|V = σ2|V .

P. Verovic Dérivations covariantes



Expression locale
Dérivation covariante induite

Soient U un ouvert de N et θ ∈ Γh|U(U,E ).

On se donne une partie compacte K de N et un ouvert V de N qui
véri�ent V ⊆ K ⊆ U ainsi qu'une fonction f ∈ C∞(N,R) telle qu'on ait
f|V = 1 et f|NrK = 0 .

Proposition

L'application σ : N −→ E dé�nie par σ(q) := f (q)θ(q) pour q ∈U
et σ(q) := 0 ∈ Eh(q) pour q ∈NrU appartient à Γh(N,E ).

Ceci montre que pour chaque q ∈U il existe un voisinage V de q dans N
contenu dans U et un prolongement σ de θ|V à N qui est dans Γh(N,E ).
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Expression locale
Dérivation covariante induite

Pour tout q ∈U et v ∈TqN =TqU on peut donc dé�nir

∇vU(θ) := ∇v (σ) ∈ Eh(q)
en choisissant de façon arbitraire une section σ ∈ Γh(N,E ) et un voisinage
V de q dans N contenu dans U qui véri�ent σ|V = θ|V .

Proposition

L'application ∇U : TU × Γh|U(U,E ) −→ E

(v , θ) 7−→ ∇vU(θ)
est alors une dérivation covariante sur (E ,M, π) le long de h|U
qui est dite induite par ∇ sur U.
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Expression locale
Repères mobiles

En désignant par k > 1 le rang du �bré vectoriel (E ,M, π), on considère
un ouvert Ω de M et des applications ω1, . . . , ωk ∈ C∞(Ω,E ).

Dé�nition

On dit que F := (ω1, . . . , ωk) est un repère mobile pour (E ,M, π)
au-dessus de Ω lorsque pour chaque p ∈ Ω les propriétés suivantes
sont véri�ées :

On a π(ωj(p)) = p pour tout j ∈ [[1, k]].

La famille (ω1(p) , · · · , ωk(p)) de vecteurs de Ep est libre.
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Expression locale
Symboles de Christo�el

On se donne une dérivation covariante ∇ :TN×Γh(N,E ) −→ E sur
(E ,M, π) le long de h et on suppose que F = (ω1, . . . , ωk) est un repère
mobile pour (E ,M, π) au-dessus de Ω.

En posant n := dim(N) > 1, on considère une carte (U, ϕ = (x1, . . . , xn))

sur N qui véri�e h(U) ⊆ Ω et pour chaque j ∈ [[1, k]] on dé�nit

ω̌j ∈ Γh|U(U,E ) par ω̌j(q) := ωj(h(q)) pour tout q ∈U.

Pour chaque (i , j) ∈ [[1, n]]×[[1, k]], les fonctions

Υ1
(i ,j), . . . ,Υ

k
(i ,j) ∈ C

∞
(U,R) dé�nies par ∇U∂

∂xi
(q)

(ω̌j) =
k∑̀
=1

Υ`
(i ,j)(q)ω̌`(q)

pour tout q ∈U s'appellent les symboles de Christo�el de ∇ sur U
relatifs à (U, ϕ = (x1, . . . , xn)) et F .
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Expression locale

Étant donné σ ∈ Γh(N,E ), il existe une unique famille (α1, . . . , αk)
d'éléments de C

∞
(U,R) telle qu'on ait σ|U = α1 ω̌1 + · · ·+ αk ω̌k .

D'autre part, étant donné q ∈U et v ∈TqN, il existe une unique famille

(b1, . . . , bn) de nombres réels véri�ant v = b1 ∂
∂x1

(q) + · · ·+ bn ∂
∂x1

(q) .

On obtient alors l'expression

∇vU(σ|U) =
k∑
`=1

{
n∑
i=1

bi

[(
∂
∂xi
·α`
)

+
k∑
j=1

Υ`
(i ,j)αj

]
(q)

}
ω̌`(q) .
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Exemple important : dérivation covariante de Levi-Civita
Tenseur de torsion

On suppose ici qu'on a N := M , h := IM et (E ,M, π) := (TM,M, τM) ,

ce qui donne Γh(N,E ) = X(M) .

Dans ce cas, on dit que la dérivation covariante ∇ sur (TM,M, τM)
associée à ∇ est une dérivation covariante a�ne sur M.

Proposition

L'application T : X(M)×X(M) −→ X(M) dé�nie par

T (X ,Y ) := ∇X (Y )−∇Y (X )− [X ,Y ] est bilinéaire relativement

à C
∞

(M,R) et s'appelle le tenseur de torsion associé à ∇.

Pour tous q ∈M et v ,w ∈TqM, on peut donc dé�nir

T (v ,w) := [T (X ,Y )](q) ∈TqM
en choisissant de façon arbitraire X ,Y ∈ X(M)
qui véri�ent X (q) = v et Y (q) = w .
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Exemple important : dérivation covariante de Levi-Civita
Métriques pseudo-riemanniennes

Soit g : X(M)×X(M) −→ C
∞

(M,R) une métrique pseudo-riemannienne
sur M (par exemple, une métrique lorentzienne en relativité générale
ou bien une métrique riemannienne en mécanique).

Théorème (Levi-Civita)

Il existe un unique opérateur de Koszul ∇ sur (TM,M, τM) qui véri�e
les deux propriétés suivantes :

Pour tous X ,Y ,Z ∈ X(M), on a

Z ·g(X ,Y ) = g(∇Z (X ) , Y ) + g(X , ∇Z (Y )) .

Le tenseur de torsion associé à ∇ est nul.

La dérivation covariante a�ne ∇ sur M associée à ∇ s'appelle alors
la dérivation covariante a�ne de Levi-Civita sur M associée à g .
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Exemple important : dérivation covariante de Levi-Civita
Symboles de Christo�el

Pour tous q ∈M et v ,w ∈TqM, on peut dé�nir g(v ,w) := [g(X ,Y )](q) ∈ R
en choisissant de façon arbitraire X ,Y ∈ X(M) qui véri�ent X (q) = v
et Y (q) = w (puisque g est bilinéaire relativement à C

∞
(M,R)).

En posant n := dim(M) > 1, on considère une carte (U, ϕ = (x1, . . . , xn)) sur

M et le repère mobile F :=
(
∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn

)
pour (TM,M, τM) au-dessus de U.

Pour tous i , j ∈ [[1, n]] et q ∈U, on pose g(i ,j)(q) := g
(
∂
∂xi

(q) , ∂
∂xj

(q)
)

et on dé�nit G : U −→ GL(n,R) par G(q) :=
(
g(i ,j)(q)

)
(i ,j)∈[[1,n]]2 .

En écrivant alors [G(q)]−1 =:
(
g (i ,j)(q)

)
(i ,j)∈[[1,n]]2 pour tout q ∈U, on obtient

Υ`
(i ,j)(q) =

1
2

n∑
k=1

g (`,k)(q)

[(
∂
∂xi
·g(k,j)

)
+
(
∂
∂xj
·g(k,i)

)
−
(
∂
∂xk
·g(i ,j)

)]
(q)

pour tous i , j , ` ∈ [[1, n]].
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Transport parallèle le long d'une courbe
Dérivation absolue le long d'une courbe

Soit ∇ :TN×Γh(N,E ) −→ E une dérivation covariante sur (E ,M, π)
le long de h.

Proposition

Étant donné q ∈N et v ∈TqN, on a alors ∇v (σ1) = ∇v (σ2) ∈ Eh(q)
pour toutes σ1, σ2 ∈ Γh(N,E ) telles qu'il existe un nombre réel ε > 0
et une courbe lisse c : [−ε, ε] −→ N véri�ant c(0) = q,

•
c(0) = v

et σ1◦ c = σ2 ◦ c.
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Transport parallèle le long d'une courbe
Dérivation absolue le long d'une courbe

Soient I un intervalle ouvert de R et γ : I −→ N une courbe lisse.

Théorème

Il existe alors une unique application Dγ : I×Γh◦γ(I ,E ) −→ E qui véri�e
les quatre propriétés suivantes :

Pour chaque θ ∈ Γh◦γ(I ,E ), on a Dγ
(·)(θ) ∈ Γh◦γ(I ,E ) .

Étant donné t ∈ I et θ ∈ Γh◦γ(I ,E ) tels qu'il existe σ ∈ Γh(N,E )
et un nombre réel ε > 0 véri�ant [t − ε , t + ε] ⊆ I et σ(γ(s)) = θ(s)

pour tout s ∈ [t − ε , t + ε], on a Dγ
t (θ) =∇•

γ(t)
(σ) ∈ Eh(γ(t)) .

Dγ
t (θ1 + θ2) = Dγ

t (θ1) + Dγ
t (θ2) pour tous t ∈ I et θ1, θ2 ∈ Γh◦γ(I ,E ).

Dγ
t (aθ) = a(t)Dγ

t (θ) + a′(t)θ(t)

pour tous t ∈ I , a ∈ C∞(I ,R) et θ ∈ Γh◦γ(I ,E ).
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Transport parallèle le long d'une courbe
Dérivation absolue le long d'une courbe

Dé�nition

L'application Dγ s'appelle la dérivation absolue associée à ∇ le long de γ.

Soient F = (ω1, . . . , ωk) un repère mobile pour (E ,M, π) au-dessus d'un ouvert Ω

de M et (U, ϕ = (x1, . . . , xn)) une carte sur N qui véri�e h(U) ⊆ Ω .

On considère un intervalle ouvert J ⊆ I véri�ant γ(J) ⊆ U et pour chaque

i ∈ [[1, n]] on dé�nit bi ∈ C
∞

(J,R) par bi(t) := xi(γ(t)) pour tout t ∈ J.

Étant donné θ ∈ Γh◦γ(I ,E ), il existe une unique famille (a1, . . . , ak) d'éléments

de C
∞

(J,R) véri�ant θ(t) = a1(t)ω̌1(γ(t)) + · · ·+ ak(t)ω̌k(γ(t)) pour tout t ∈ J.

On obtient alors l'expression

Dγ
t (θ) =

k∑
`=1

{
(a`)

′(t) +
n∑
i=1

k∑
j=1

Υ`
(i,j)(γ(t))(bi )

′(t)aj(t)

}
ω̌`(γ(t)) pour tout t ∈ J.
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Transport parallèle le long d'une courbe

Dé�nition

On dit qu'une section θ ∈ Γh◦γ(I ,E ) est parallèle le long de γ pour Dγ

lorsqu'elle véri�e Dγ
t (θ) = 0 ∈ Eh(γ(t)) pour tout t ∈ I .

D'après l'expression précédente, ceci entraîne que pour chaque ` ∈ [[1, k]] on a

(a`)
′(t) +

n∑
i=1

k∑
j=1

Υ`
(i ,j)(γ(t))(bi )

′(t)aj(t) = 0 pour tout t ∈ J,

ce qui montre que la fonction F := (a1, . . . , ak) ∈ C∞(J,Rk) est solution
d'une équation di�érentielle linéaire du premier ordre.
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Transport parallèle le long d'une courbe

Étant donné t0 ∈ I et x ∈ Eh(γ(t0)), il existe donc une unique section
θ ∈ Γh◦γ(I ,E ) qui soit parallèle le long de γ pour Dγ et qui véri�e

la condition initiale θ(t0) = x .

Pour chaque t1 ∈ I , on pose alors Pγ(t0,t1)(x) := θ(t1) .

Proposition

L'application Pγ(t0,t1) : Eh(γ(t0)) −→ Eh(γ(t1)) ainsi dé�nie est linéaire

et s'appelle le transport parallèle de t0 à t1 le long de γ pour Dγ.
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Transport parallèle le long d'une courbe

Proposition

Pour tous t0, t1, t2 ∈ I , on a
Pγ(t0,t0) = IEh(γ(t0))

et Pγ(t1,t2) ◦P
γ
(t0,t1)

= Pγ(t0,t2) .

Il en résulte que Pγ(t0,t1) est bijectif.

Théorème

Pour tout t0 ∈ I et toute section θ ∈ Γh◦γ(I ,E ), on a

[Pγ(t,t0)(θ(t))− θ(t0)]
/

(t − t0) −→ Dγ
t0

(θ) ∈ Eh(γ(t0)) lorsque t −−−→
t 6=t0

t0.

Conséquence

Une section θ ∈ Γh◦γ(I ,E ) est parallèle le long de γ pour Dγ si, et seule-

ment si, il existe t0 ∈ I tel qu'on ait Pγ(t0,t)(θ(t0)) = θ(t) pour tout t ∈ I .
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Géodésiques

On se donne une dérivation covariante a�ne ∇ :TM×X(M) −→TM
sur M, un intervalle ouvert I de R et une courbe lisse γ : I −→ M.

Dé�nition

On dit que γ est une géodésique pour ∇ lorsque la section •
γ ∈ Γγ(I ,TM)

est parallèle le long de γ pour Dγ.

Ceci équivaut donc à avoir Dγ
t (
•
γ(t)) = 0 ∈Tγ(t)M pour tout t ∈ I ,

ce qui signi�e que l'� accélération � de γ est nulle.
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Géodésiques
Expression locale

En posant n := dim(M) > 1, on considère une carte (U, ϕ = (x1, . . . , xn)) sur

M et le repère mobile F :=
(
∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn

)
pour (TM,M, τM) au-dessus de U.

On considère un intervalle ouvert J ⊆ I véri�ant γ(J) ⊆ U et pour chaque

i ∈ [[1, n]] on dé�nit bi ∈ C∞(J,R) par bi(t) := xi(γ(t)) pour tout t ∈ J.

On a donc •
γ(t) = (b1)′(t) ∂

∂x1
(γ(t)) + · · ·+ (bn)′(t) ∂

∂xn
(γ(t)) pour tout t ∈ J.

Dire que γ est une géodésique pour ∇ entraîne alors que pour chaque
` ∈ [[1, n]] on a

(b`)
′′(t) +

n∑
i=1

n∑
j=1

Υ`
(i ,j)(γ(t))(bi )

′(t)(bj)
′(t) = 0 pour tout t ∈ J,

ce qui montre que la fonction H := (b1, . . . , bn) ∈ C∞(J,Rk) est solution
d'une équation di�érentielle non linéaire du second ordre.
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Géodésiques
Semi-sprays et sprays

Ceci nous amène à considérer ce qui suit.

Dé�nition

Un champ de vecteurs lisse S sur TM qui véri�e la relation TτM ◦S = ITM

s'appelle un semi-spray sur M.

Ceci signi�e que S est une section du �bré vectoriel (T (TM),TM ,TτM)
en plus d'être une section du �bré tangent (T (TM),TM , τTM) deTM.

Dé�nition

On dit qu'un semi-spray S sur M est un spray sur M lorsque pour tout
nombre réel λ > 0 et pour tout v ∈TM on a S(λv) =Tv (mλ)·(λS(v)) ,
où mλ :TM −→TM est la multiplication par λ.

Ceci signi�e que le �ot Φ de S véri�e Φt(λv) = λΦλt(v) pour tout t

dans l'intervalle de dé�nition de Φ(·)(λv).
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Géodésiques
Dérivation covariante −→ semi-spray

Proposition

Il existe un unique semi-spray S sur M tel que pour tout intervalle ouvert I
de R et pour toute courbe lisse γ : I −→ M les propriétés suivantes sont
équivalentes :

La section •
γ ∈ Γγ(I ,TM) est une courbe intégrale de S.

La courbe γ est une géodésique pour ∇.

Étant donné une carte (U, ϕ = (x1, . . . , xn)) sur M, considérons le repère

mobile F :=
(
∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn

)
pour (TM,M, τM) au-dessus de U.

En écrivantTϕ = (y1, . . . , yn , z1, . . . , zn), on a alors

S(v) =
n∑
`=1

{
z`(v)

∂

∂y`
(v) −

[ n∑
i=1

n∑
j=1

Υ`
(i ,j)(τM(v))zi(v)zj(v)

]
∂

∂z`
(v)

}
pour tout v ∈TU.
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Géodésiques
Spray −→ dérivation covariante

Soit S un spray sur M.

Proposition (réciproque)

Il existe alors un unique opérateur de Koszul ∇ sur (TM,M, τM) dont le
tenseur de torsion associé est nul et tel que pour tout intervalle ouvert I
de R et pour toute courbe lisse γ : I −→ M les propriétés suivantes sont
équivalentes :

La section •
γ ∈ Γγ(I ,TM) est une courbe intégrale de S.

La courbe γ est une géodésique pour la dérivation covariante ∇
associée à ∇.
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