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Connexions, repères inertiels

(Échauffement)



Cartes, reparamétrisations

Déf. M : variété différentielle réelle de dimension n.
▶ Une paramétrisation est un choix de difféomorphisme local (défini

sur des ouverts)
ξ : (Rn, 0)→ (M,m).

M

•
m

Rn

Rn

ξ
•
0

ξ̄

•
0

▶ Une reparamétrisation est un difféomorphisme local

ϕ : (M,m)→ (M,m).

On notera ξ̄ B ϕ ◦ ξ, là où ça a du sens.
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Repères

Déf. Un repère est un choix d’isomorphisme linéaire

(Rn, 0)→ (TmM, 0).

Repère holonome Une paramétrisation ξ donne un repère naturel T0ξ,
dit holonome.
▶ On note

eµ B T0ξ(∂µ),

l’image de la base canonique de Rn par T0ξ.
▶ On a [eµ, eν] = T0ξ([∂µ, ∂ν]) = 0.
▶ On a

ēλ(m) = Aκλ(m)eκ(m),

où Aκλ B
∂xκ
∂x̄λ (x̄) , avec m = ξ(x) = ξ̄(x̄).
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Connection de Koszul

Déf. Une connexion de Koszul ∇ surM est un outil

Γ(TM) ⊗ Γ(TM) → Γ(TM)
(X,Y) 7→ ∇XY

,

utilisé pour définir les géodésiques/réaliser le transport parallèle des
champs de vecteurs.
Il est C∞-linéaire en X et vérifie la règle de Leibniz

∇X(gY) = ∇X(g)Y + g∇X(Y).

On adopte ici la convention ∇X(g) = X · g = dg(X).

Déf. (Symbole de Chritoffel d’une connexion) Étant donné une
paramétrisation e : Rn →M, on pose

∇eµ(eλ) = Γκλµeκ.
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Torsion d’une connection

Déf. La connection ∇ est dite sans torsion si

T (X,Y) B ∇X(Y) − ∇Y (X) − [X,Y] = 0.

▶ Le terme [X,Y], nul dans un repère holonome, est retranché pour
obtenir un tenseur.

▶ Dans le repère holonome eρ, on a

T (X,Y) = XµYνT (eµ, eν) = XµYν(Γκλµ − Γ
κ
µλ).

La connection de Koszul ∇ est donc sans torsion si le symbole Γ
est symétrique dans les indices du bas.
Dans la suite on parlera de connexion “symétrique”.
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Annulation de Γ

En écrivant dans le repère ēκ l’identité

∇ēµ ēλ = ∇Aσµeσ

(
Aρλeρ

)
= Aσµ∇eσ(eρ)A

ρ
λ + ∇ēµ(A

ρ
λ)eρ,

on obtient :
Γ̄κλµ = A−1κ

α

(
Γαρσ AρλAσµ + Bαλµ

)
,

où Bκλµ B
∂2 xκ
∂x̄λ∂x̄µ (x̄) .

En particulier, pour une transformation ϕ avec Tϕ = id :

Γ̄κλµ = Γ
κ
λµ + Bκλµ.

On en déduit le résultat classique suivant.

Théo. ∇ : connexion symétrique ; e : paramétrisation.
Il existe une reparamétrisation ϕ deM fixant le repère holonome eρ et
telle que Γ̄ s’annule (ponctuellement) en m. De plus, cette condition
détermine la hessienne de ϕ.

Comme le repère est holonome, les symboles B et Γ sont symétriques
dans les indices inférieurs. Pour annuler Γ̄, on doit choisir B = −Γ. 6 / 18



Repère inertiel

Déf. Soit ∇ une connexion symétrique. On appelle repère inertiel au
point m ∈ M une paramétrisation e : (Rn, 0)→ (M,m) dans laquelle le
symbole Γ de ∇ s’annule ponctuellement en m.

C’est une version relativiste d’un repère galiléen :

Chute libre Γ : gravitation ; x : particule ; τ : horloge interne.
Équation (ponctuelle !) de la chute libre dans un repère inertiel ē : 0 = ∂2 x̄α

∂τ2 =
∂2 x̄α
∂xλ∂xµ

∂xλ
∂τ

∂xµ
∂τ +

∂x̄α
∂xκ

∂2 xκ
∂τ2 (Newton)

Γκλµ = 0 + ∂xκ
∂x̄α

∂2 x̄α
∂xλ∂xµ (ē inertiel)

.

Dans le référentiel e du laboratoire, on a l’équation géodésique :

∂2xκ

∂τ2 = −
∂xκ

∂x̄α
∂2 x̄α

∂xλ∂xµ
∂xλ

∂τ

∂xµ

∂τ
= −Γκλµ

∂xλ

∂τ

∂xµ

∂τ
.
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Jets, règle de chaîne
&

Repères inertiels d’ordres k



Jets (très rapide)

Quelques faits :
▶ La règle de chaîne est triangulaire.

( f ◦ g)(k) = ( f (k) ◦ g) (g′)k + termes( f ′, . . . , f (k−1), g′, . . . , g(k−1)) + ( f ′ ◦ g) g(k).

▶ Partager le même développement de Taylor à l’ordre k est une
relation d’équivalence qui ne dépend pas des coordonnées au but.
On note jk( f ) la classe d’équivalence d’une application f .

▶ On a jk(ϕ) jk(ψ) = jk(ϕ ◦ ψ) quand cela fait sens.
▶ Si k ⩾ ℓ, alors jk(ϕ) 7→ jℓ(ϕ) est bien défini, ce qui n’est pas le cas

de “ jk(ϕ) − jℓ(ϕ)” par exemple.
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Repère inertiel (revisite)

Exemple ϕ diffeo local (M,m)→ (M,m).
▶ j1(ϕ) = Tϕ, changement de repère de TM, donné dans un repère

holonome Tξ = j1(ξ) par A.
▶ j2(ϕ) donné dans une paramétrisation ξ (ou plutôt j2(ξ)) par A et

B.

Déf. Soit ∇ une connexion symétrique. On appelle repère inertiel au
point m ∈ M le jet d’ordre 2 d’une paramétrisation
ξ : (Rn, 0)→ (M,m) dans laquelle le symbole Γ de ∇ s’annule
ponctuellement en m.

Théo. ∇ : connexion symétrique ; ξ : paramétrisation autour de m.
Il existe une reparamétrisation ϕ deM tel que j2(ξ̄) soit un repère
inertiel en m. De plus, cette condition détermine j2(ϕ).
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Repères inertiels et connexions

Théo. Le choix d’un repère inertiel j2(ξ) en tout point m ∈ M
détermine Γ.

Démonstration. Dans un repère inertiel ξ, l’équation de
reparamétrisation devient :

Γ̄κλµ = A−1κ
α Bαλµ.

Or tout repère s’obtient à partir du repère inertiel par
reparamétrisation :

ξ̄ = (ξ̄ ◦ ξ−1) ◦ ξ.

Donc la donnée de j2(ξ), considéré inertiel, détermine Γm. □

Rem. On retrouve bien que deux choix de repère inertiel donnent le
même Γm si on passe d’un repère à l’autre par une reparamétrisation ϕ
arbitraire vérifiant j2(ϕ) = j2(id).
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Règle de chaîne

Lemme (Triangularité de la reparamétrisation) Pour k ⩾ 1 :

Γ̄κλµ,ν1...νk
= A−1κ

α Γ
α
ρσ,τ1...τk

AρλAσµAτ1
ν1
· · · Aτk

νk

+ terme intermédiaire ( jk−1(Γ), jk+1(ϕ))

+ A−1κ
α

∂k+2xα

∂x̄λ∂x̄µ∂x̄ν1 · · · ∂x̄νk

(x̄),

où le terme intermédiaire est polynomial et s’annule pour ϕ = id.

Démonstration. Appliquer successivement les dérivations
∇ēνi = Aτi

νi∇eτi
à l’identité (déjà démontrée)

Γ̄κλµ = A−1κ
α

(
Γαρσ AρλAσµ +

∂2xα

∂x̄λ∂x̄µ
(x̄)

)
.

□
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Règle de chaîne

Lemme (Triangularité de la reparamétrisation) Pour k ⩾ 1 :

Γ̄κλµ,ν1...νk
= A−1κ

α Γ
α
ρσ,τ1...τk

AρλAσµAτ1
ν1
· · · Aτk

νk

+ terme intermédiaire ( jk−1(Γ), jk+1(ϕ))

+ A−1κ
α

∂k+2xα

∂x̄λ∂x̄µ∂x̄ν1 · · · ∂x̄νk

(x̄),

où le terme intermédiaire est polynomial et s’annule pour ϕ = id.

Coro. En appliquant à un difféomorphisme ϕ tel que
jk+1(ϕ) = jk+1(id), on obtient :Γ̄κλµ,ν1...νi

= Γκλµ,ν1...νi
pour i < k;

Γ̄κλµ,ν1...νk
= Γκλµ,ν1...νk

+ ∂k+2 xκ
∂x̄λ∂x̄µ∂x̄ν1 ···∂x̄νk

(x̄) .
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Repère inertiel d’ordre k

Déf. La connexion Γ étant fixée, on appelle repère inertiel d’ordre k le
jet d’ordre k + 2 d’une paramétrisation ξ : (Rn, 0)→ (M,m) dans
laquelle, ponctuellement en m, pour i = 0, 1, . . . , k :

Γκ(λµ,ν1...νi) = 0.

Théo. Soit ∇ une connexion symétrique. Pour une paramétrisation
arbitraire ξ : (Rn, 0)→ (M,m), il existe une unique reparamétrisation
jk+2(ϕ) avec j1(ϕ) = j1(id) telle que jk+2(ξ̄) soit un repère inertiel
d’ordre k en m.
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Repère inertiel
Existence

Pour produire un repère inertiel d’ordre k :
▶ En partant d’une paramétrisation arbitraire ξ, on produit un repère

inertiel ξ(0) d’ordre 0 en choisissant ϕ(0) tel que

∂xκ

∂x̄λ
◦ x̄ = δκλ ;

∂2xκ

∂x̄λ∂x̄µ
◦ x̄ = −Γκλµ ;

∂ j+2xκ

∂x̄λ∂x̄µ∂x̄ν1 . . . ∂x̄ν j
◦ x̄ = 0.

▶ Puis, dans la paramétrisation ξ(i−1) inertielle d’ordre i − 1, on
produit un repère inertiel d’ordre i, en choisissant ϕ(i) tel que

∂xκ

∂x̄λ
◦ x̄ = δκλ ;

∂2xκ

∂x̄λ∂x̄µ
◦ x̄ = 0 ;

∂ j+2xκ

∂x̄λ∂x̄µ∂x̄ν1 . . . ∂x̄ν j
◦ x̄ = 0.

sauf pour j = i, dans quel cas :

∂i+2xκ

∂x̄λ∂x̄µ∂x̄ν1 . . . ∂x̄νi
◦ x̄ = −Γκ(λµ,ν1...νi).

▶ On pose ϕ = ϕ(k) ◦ · · · ◦ ϕ(0). L’expression de jk+2(ϕ) par rapport
au Γ original est un peu compliquée, mais en tout cas on a
j1(ϕ) = id, et jk+2(ξ̄) inertiel d’ordre k. 13 / 18



Repère inertiel
Unicité

▶ On observe que dans un repère inertiel, pour ϕ avec Tϕ = id :

∂k+2xκ

∂x̄λ∂x̄µ∂x̄ν1 . . . ∂x̄νk
◦ x̄ = Γ̄κ(λµ,ν1...νk) + termes ( jk−1(Γ), jk+1(ϕ)) .

▶ jk+2(ξ̄) reste un repère inertiel d’ordre k si et seulement si ϕ est
solution du système triangulaire (i = 0, 1, . . . , k)

∂k+2xκ

∂x̄λ∂x̄µ∂x̄ν1 . . . ∂x̄νk
◦ x̄ = termes ( ji−1(Γ), ji+1(ϕ)) .

Ce système admet une solution unique et ϕ = id est une solution
évidente. C’est donc la seule solution !
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Coordonnées, Relation avec la courbure

Théo. Il existe un tenseur Kκ
λµν1...νk

qui coïncide avec Γκλµ,ν1...νk
dans

les repères inertiels, et qui s’exprime (de façon inversible) en terme du
tenseur de courbure et de ses dérivées covariantes.

Démonstration. Pour toute paramétrisation ξ, il existe une unique
transformation jk+2(ϕ) fixant j1(ξ) telle que le repère ξ̄ soit inertiel
d’ordre k en m. De plus ce repère détermine un k-jet jk(Γ̄). On
considère donc ξ 7→ jk(Γ̄) en m ∈ M.
Le sous-groupe des jk+2(ϕ) avec j1(ϕ) = j1(id) agit trivialement sur
jk(Γ̄). On en déduit que l’action passe au quotient GL(n). Autrement
dit jk(Γ̄) est un tenseur.
Deux tenseurs qui coïncident dans un repère coïncident dans tous les
repères. Il suffit donc d’utiliser une expression des dérivées covariantes
de la courbure en fonction des dérivées partielles de Γ dans un repère
inertiel, cf. exemple. □
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k = 1 La formule

Rκ
λµν B Γ

κ
λν,µ − Γ

κ
λµ,ν + Γ

κ
µσΓ

σ
λν − Γ

κ
νσΓ

σ
λµ.

donne immédiatementRκ
λµν = Kκ

λν,µ − Kκ
λµ,ν

Kκ
λµ,ν = (Rκ

νλ,µ + Rκ
νµ,λ)/3

.

Les tenseurs Kκ
λµν1...νi

, que Kijowski et Senger appellent les tenseurs
de courbure d’ordres supérieurs n’ont pas les mêmes symétries que le
tenseur de courbure usuel. Ces tenseurs vérifient Kκ

(λµν1...νi)
= 0, ils

sont symétriques en λµ et ils sont symétriques en ν1 . . . νi.
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Carte exponentielle, coordonnées normales géodésiques

Dans le référentiel e du laboratoire, on a l’équation géodésique :

γ̈κ = −Γκλµ(γ) γ̇λγ̇µ.

On fixe les conditions initiales γ̇v(0) = v et γv(0) = m, puis on pose
expm(v) = γv(1). En composant exp: TM→M avec un repère
E : Rn → TM, on obtient une paramétrisation Rn →M.

Théo. Les paramétrisations exp ◦E sont inertielles d’ordre maximal.

Par définition,
τ 7→ exp(τv) = γτv(1) = γv(τ).

est une géodésique. Elle est paramétrée par γρ = τvρ dans les
coordonnées normales géodésiques. L’équation géodésique dans la
carte exponentielle donne :

0 = −Γ̄κλµ(τv) vλvµ.

L’annulation en 0 à tout ordre des dérivées temporelles de cette
équation donne le résultat recherché.
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Conclusion

▶ Dans une paramétrisation exponentielle, on a Γκ(λµ,ν1...νi)
(m) = 0.

Par unicité, un “repère inertiel d’ordre k” n’est rien d’autre que le
jet d’ordre k + 2 d’une paramétrisation exponentielle.

▶ Ceci donne en retour une construction étape par étape d’une
approximation de l’exponentielle.

▶ Les quantités Γκ(λµ,ν1...νi)
(m) paramètrent uniquement les jets de

paramétrisation arbitraires induisant un même repère holonome.

Le k-jet jk(Γ) d’une connexion sans torsion ∇ sur la variétéM est
donné par :

1. La donnée de jk+2(exp ◦E), pour chaque repère holonome E de
TM.

2. La donnée de k tenseurs (généralisant le tenseur de courbure de
Riemann), donnés en coordonnées normales géodésiques par

Kκ
λµν1...νi

(m) B Γκλµ,ν1...νi
(m).
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