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CONNEXIONS, REPERES INERTIELS

(ECHAUFFEMENT)



CARTES, REPARAMETRISATIONS

Der. M : variété différentielle réelle de dimension #.

» Une paramétrisation est un choix de difféomorphisme local (défini
sur des ouverts)
& (R",0) > (M, m).

» Une reparamétrisation est un difféomorphisme local
¢: (M,m) - (M, m).

On notera & := ¢ o &, 1a ol ¢a a du sens.
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REPERES

Dfr. Un repére est un choix d’isomorphisme linéaire

(R",0) = (T)uM, 0).

REPERE HOLONOME Une paramétrisation & donne un repere naturel 7&,

dit holonome.

» On note

€y = TO‘f(au),

I’image de la base canonique de R” par Tpé.
» Ona [e/u ey] = TOf([a,us 0,]) = 0.
» On a

Q
(=14

A* = 25 (%)

ex(m) = Akl(m)ek(m),
, avec m = &(x) = E(X).
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CoNNECTION DE KoszuL

Deér. Une connexion de Koszul V sur M est un outil

rTMyeIr(TmM) — IT(TM)
X, Y) - VxY '’

utilisé pour définir les géodésiques/réaliser le transport parallele des
champs de vecteurs.
Il est C*-linéaire en X et vérifie la regle de Leibniz

Vx(gY) = Vx(8)Y + gVx(Y).
On adopte ici la convention Vx(g) = X - g = dg(X).

DEF. (SyMBOLE DE CHRITOFFEL D’ UNE CONNEXION) Etant donné une
paramétrisation e¢: R" — M, on pose

Veﬂ(e,l) = FK/I,ueK‘
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TORSION D’ UNE CONNECTION

DEr. La connection V est dite sans torsion si
T(X,Y) = Vx(¥) - Vy(X) - [X, Y] = 0.

» Le terme [X, Y], nul dans un repere holonome, est retranché pour
obtenir un tenseur.

» Dans le repere holonome e, on a
TX.Y) = X'Y'T(ey, ey) = XFY' (", = T%, ).

La connection de Koszul V est donc sans torsion si le symbole I"
est symétrique dans les indices du bas.
Dans la suite on parlera de connexion “symétrique”.

5/18



ANNULATION DE I

En écrivant dans le repere e, 1’identité
Va,e1 = Var,e, (A°16p) = A7, Ve, (e)A” | + V5, (A e,

on obtient :
_ 72—l P
I, =A™, (1", A A%, + B, ).

ou | B¥

Au = x’lﬁxﬂ( ) :
En particulier, pour une transformation ¢ avec T¢ =

K _TK K
Fﬂﬂ—Fﬁy+Blﬂ

On en déduit le résultat classique suivant.

TuEo. V : connexion symétrique; e : paramétrisation.

11 existe une reparamétrisation ¢ de M fixant le repére holonome e,, et
telle que T s’annule (ponctuellement) en m. De plus, cette condition
détermine la hessienne de ¢.

Comme le repeére est holonome, les symboles B et I" sont symétriques
dans les indices inférieurs. Pour annuler I', on doit choisir B = —T. 6/18



REPERE INERTIEL

DEr. Soit V une connexion symétrique. On appelle repére inertiel au
point m € M une paramétrisation e: (R",0) — (M, m) dans laquelle le
symbole I" de V s’annule ponctuellement en m.

C’est une version relativiste d’un repere galiléen :

CHute LIBRE [ : gravitation; x : particule; 7 : horloge interne.
Equation (ponctuelle!) de la chute libre dans un repere inertiel e :

2 o 5o 52
{ 0= Px _ P& M%.,.axa% (Newton)

or2 ~ Oxloxt Ot Ot OxK

K 2 = — 0 . .
I« m 0+ g;‘a aiﬁg; - (e inertiel)

Dans le référentiel e du laboratoire, on a I’équation géodésique :

P o PR axton . ox'ox

ot~ 9xoxloa gr ot Mor ot
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JETS, REGLE DE CHAINE
&

REPERES INERTIELS D’ ORDRES k



Quelques faits :

» La régle de chaine est triangulaire.

(fog)® = (P og) (g +termes(f’,.... f* Vg ....g" D)+ (f og) g®.

» Partager le méme développement de Taylor a I’ordre k est une
relation d’équivalence qui ne dépend pas des coordonnées au but.
On note ji(f) la classe d’équivalence d’une application f.

» On a ji(¢)jx(¥) = jr(¢ o ¢) quand cela fait sens.

» Sik > ¢, alors ji(¢) — je(¢) est bien défini, ce qui n’est pas le cas
de “jk(¢) — je(¢)” par exemple.
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REPERE INERTIEL (REVISITE)

ExempLE ¢ diffeo local (M, m) — (M, m).
> ji1(¢) = T¢, changement de repere de T M, donné dans un repere
holonome T¢ = j{ (&) par A.

> jo(¢) donné dans une paramétrisation & (ou plutdt j»(£)) par A et
B.

DEr. Soit V une connexion symétrique. On appelle repére inertiel au
point m € M le jet d’ordre 2 d’une paramétrisation

& (R",0) —» (M, m) dans laquelle le symbole I" de V s’annule
ponctuellement en .

THEO. V : connexion symétrique; & : paramétrisation autour de m.
1l existe une reparamétrisation ¢ de M tel que jr(&) soit un repere

inertiel en m. De plus, cette condition détermine jr(9).
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REPERES INERTIELS ET CONNEXIONS

TrHEO. Le choix d’un repére inertiel j,(£) en tout point m € M
détermine T.

DEMonsTRATION. Dans un repere inertiel £, I’équation de
reparamétrisation devient :

Tk _ A-lk @
Fﬂu_A aB/m'

Or tout repere s’obtient a partir du repere inertiel par
reparamétrisation :

F_ (F o &1
§=(o& )0l

Donc la donnée de j,(£), considéré inertiel, détermine I,. ]

REm. On retrouve bien que deux choix de repere inertiel donnent le

méme I, si on passe d’un repere a ’autre par une reparamétrisation ¢
arbitraire vérifiant j>(¢) = jo(id).
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REGLE DE CHAINE

LEMME (TRIANGULARITE DE LA REPARAMETRISATION) Pourk > 1 :

K _ a-lk 104 P AT ATL . ATk
r/l/J,V]...Vk =A arpa',‘rl...rkA ,1A yA Vi A Vi

+ terme intermédiaire (ji—1(D), ji+1(4))

B 5k+2xa
+ATI

(X),

¥ 0X10%,0%,, - - - 0%y,
ou le terme intermédiaire est polynomial et s’annule pour ¢ = id.

DEmonsTRATION. Appliquer successivement les dérivations
AT [ NETE ez 2o 12 2
ngi =A lvivef,- a I’identité (déja démontrée)

- X
4 P =
FKM =A%, (rapg A /IAO-II + 9%:0%, (x)).
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REGLE DE CHAINE

LEMME (TRIANGULARITE DE LA REPARAMETRISATION) Pourk > 1 :

I =Al¥ 1@ AP AT AT, AT

Ay Vi POT].. Tk Vi

+ terme intermédiaire (ji—1 (), jir1(d))
6k+2xa

+ A

(%),

¥ 0X20%,0%,, - - - 0%y,
ou le terme intermédiaire est polynomial et s’annule pour ¢ = id.

Coro. En appliquant a un difféomorphisme ¢ tel que
Jik+1(@) = jr+1(1d), on obtient :

K _TX : .
Ay I ALYy pouri < k;

K _TX 2k =
AV ve T ALYy + 010X, 0%y, 0%y, (x)
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REPERE INERTIEL D’ ORDRE k

DEr. La connexion I' étant fixée, on appelle repere inertiel d’ordre k le
jet d’ordre k + 2 d’une paramétrisation &: (R”,0) — (M, m) dans
laquelle, ponctuellement en m, pouri =0,1,...,k:

r =0.

K
(Apvy..vi)

TuEo. Soit V une connexion symétrique. Pour une paramétrisation
arbitraire £: (R",0) — (M, m), il existe une unique reparamétrisation
Jrea(@) avec ji(¢) = j1(id) telle que ji2(€) soit un repére inertiel
d’ordre k en m.
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REPERE INERTIEL

EXISTENCE

Pour produire un repere inertiel d’ordre k :

» En partant d’une paramétrisation arbitraire &, on produit un repére
inertiel &) d’ordre O en choisissant ¢ tel que

Ox¥ Pl 5 - O*x¥ o I ¥
axt ot T O Grtgm T T
>

W gEgwar o
Puis, dans la paramétrisation &) inertielle d’ordre i — 1, on

produit un repere inertiel d’ordre i, en choisissant ¢; tel que
0x* 0*x
0X =06

aj+2xk
A oxtg T 0 aTGTHIT .. 9% 0
sauf pour j = i, dans quel cas :
8i+2xl<

O OXHOX" ... OXi oX= _FK(/UJ,Vl...Vi)'

On pose ¢ = ¢y o - - - ° ¢(0). L’expression de ji42(¢) par rapport
au I original est un peu compliquée, mais en tout cas on a

j1(¢) = id, et jiy2(€) inertiel d’ordre k.
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REPERE INERTIEL

Unicrté

» On observe que dans un repere inertiel, pour ¢ avec T¢ = id :

6k+2 ¥
OXAOXHOX"T ... OX* °

¥ = 1_“’(( iy T termes =1, jr+1($)) .

> jri2(€) reste un repere inertiel d’ordre k si et seulement si ¢ est
solution du systeme triangulaire (i = 0, 1,...,k)

ak+2x/<

OXAOXHOX"1 ... OXx"

o x = termes (ji_1 (), ji+1(9)).

Ce systeme admet une solution unique et ¢ = id est une solution
évidente. C’est donc la seule solution !
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COORDONNEES, RELATION AVEC LA COURBURE

, . < C «
TuEo. Il existe un tenseur K L coincide avec I At dans

les repéres inertiels, et qui s’exprime (de facon inversible) en terme du
tenseur de courbure et de ses dérivées covariantes.

DEMoNSTRATION. Pour toute paramétrisation &, il existe une unique
transformation ji,2(¢) fixant ji(€) telle que le repere & soit inertiel
d’ordre k en m. De plus ce repere détermine un k-jet ji(I'). On
considere donc & — ji(I) enm € M.

Le sous-groupe des ji+2(¢) avec ji(¢) = ji(id) agit trivialement sur
jx([). On en déduit que I’action passe au quotient GL(n). Autrement
dit ji(T') est un tenseur.

Deux tenseurs qui coincident dans un repere coincident dans tous les
reperes. 11 suffit donc d’utiliser une expression des dérivées covariantes
de la courbure en fonction des dérivées partielles de I" dans un repere
inertiel, cf. exemple. O
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k=1 La formule

K . Tk K 1O K TO
R/lpv‘_r/lv,y_r/lpv+r r/lv_rvar Aus

donne immédiatement
K _ WK _ WK
R Aduy K Av,u K A,y

KK/l;z,v = (Rkwl,;z + Rkvy,/l)/ 3

Les tenseurs K, , que Kijowski et Senger appellent les tenseurs
uvy...vi . . .

de courbure d’ordres supérieurs n’ont pas les mémes symétries que le

tenseur de courbure usuel. Ces tenseurs vérifient K¢ =0, 1ls

) . . (Auvy...vi)
sont symétriques en Au et ils sont symétriques en vy ... v;
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CARTE EXPONENTIELLE, COORDONNEES NORMALES GﬁODESIQUES

Dans le référentiel e du laboratoire, on a I’équation géodésique :

¥ = T, 7.
On fixe les conditions initiales y,(0) = v et y,(0) = m, puis on pose
exp,,(v) = y,(1). En composant exp: TM — M avec un repere
E: R" — TM, on obtient une paramétrisation R" — M.

TuEo. Les paramétrisations exp oE sont inertielles d’ordre maximal.

Par définition,

7 = exp(tv) = yn(1) =y (7).
est une géodésique. Elle est paramétrée par ¥ = 7v° dans les
coordonnées normales géodésiques. L' équation géodésique dans la
carte exponentielle donne :

0= -, (zv) viv¥.

L’annulation en 0 a tout ordre des dérivées temporelles de cette

équation donne le résultat recherché.
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CONCLUSION

» Dans une paramétrisation exponentielle, on a FK( A, .”V.)(m) =0
Par unicité, un “repére inertiel d’ordre k” n’est rien d’autre que le
jet d’ordre k + 2 d’une paramétrisation exponentielle.

» Ceci donne en retour une construction étape par étape d’une
approximation de I’exponentielle.

» Les quantités FK( vt v )(m) parametrent uniquement les jets de
paramétrisation arbitraires induisant un méme repere holonome.

Le k-jet jx(I') d’une connexion sans torsion V sur la variété M est
donné par :

1. La donnée de jiio>(exp oE), pour chaque repere holonome E de
™.

2. La donnée de k tenseurs (généralisant le tenseur de courbure de
Riemann), donnés en coordonnées normales géodésiques par

KK/lyle..vi(m) = Fkﬂy,vl...vi(m)'
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