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Analyse numérique pour la dimension finie : question

x=X(x), X: Q - R (1)

la dynamique considérée sur Q C RY et ¢; son flot.
Question : Trouver une discrétisation en temps ®at: Xp — Xpt1
de (1) qui

m préserve les symétries : fopr=f = fobpa; = f

B soit stable au voisinage d'une singularité de ¢

® ait un bon comportement en temps long, par exemple :
0 .
[dnar — (Pae)"|| < e s sin< £

Oscar Cosserat LaSIE, CNRS

Une discrétisation en espace de la dynamique d'un fluide bi-dimensionnel incompressible par des crochets de Poisson



Dynamique en mécanique conservative de dimension finie
0®000

Encoder la physique par la géométrie

Symétries de I'espace = structure de Poisson 7
Energie = Hamiltonien H

Théoreme

Une structure de Poisson sur S induit un feuilletage de €2 en
feuilles admettant chacune une structure de variété symplectique.

Remarque

m Une feuille est localement définie par une collection de
fonctions constantes sur cette feuille appelées Casimirs.

m Toute trajectoire hamiltonienne reste sur une feuille
symplectique.
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Equation de Hamilton-Jacobi

Théoreme (O.C., 2022)

Soit (U, «, 8) le groupoide symplectique local de . L'équation

0:St(x) = H(a(x,VxSt))
{ g (2)

admet une unique solution (S;): pour t petit, dite transformée
de Hamilton-Jacobi de H.

Une telle solution permet le calcul du flot de H par :
H(x) = B(X, VzSi)
ou X est I'unique solution de a(X,VgSt) = x
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Analyse numérique pour la dimension finie : une solution

Théoreme (O. C., 2022)

Soit S = ZJ 17T S une solution de I'équation de Hamilton-Jacobi
(2) a l'ordre i. Alors I'équation

{a(;"’vfn M) =X 3)
Xn+1 /8()_(n> v)_(n SIAt)

fournit un intégrateur hamiltonien de Poisson a I'ordre i de pas de
temps At.

Remarque

L’analyse rétrograde de tels schémas numériques fournit des

estimées sur le comportement en temps IOI'Ig‘1
1Poyr le cas

svmpelctigue : Benettin and Giorgilli, 1
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lllustration en dynamique des populations

B¢ y= y(—x+2) T
T o oot
z= —z(x+y)
0 -z y Z
era=(5 7 1)
voox 0 S
m Hix,y,z) =x+y+z
X0 -3
B |yl = 5 ° ® umborofteratons e
-3
20 10 Erreur par rapport a la solution
m At =103 analytique ?

?C., Laurent-Gengoux, Salnikov,
2023
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Encoder la physique par la géométrie en dimension infinie

Fluide incompressible sur la
sphere?
w = {¢7w}
Ny = w
ol
m w(t) € C(S?) vorticité
m (t) € C*(S?) fonction
courant
= {,w}(f)
= o f(x) < x, VY AVw >

Khesin and Arnol'd, 1997
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C'est un systeme hamiltonien
de Poisson

m sur C*°(S?)
m pour {.,.}
m et H(f) = [ FATIF

Remarque

Dans ce cas particulier, les
feuilles symplectiques sont
encore distinguées par des
niveaux de fonctions : f ~ g
= Jo h(f) —h(g) =0

Vh € C*(R)
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Analyse numérique en dimension infinie : question

Question : Trouver un espace £V et une discrétisation en temps
dpp:xN el o x,’,VH e&N
de la dynamique
dr: C(S?) — C™(S?)
du fluide incompressible sur la sphere qui
m préserve les symétries : fogy =Ff = fo®ar = f

® soit stable au voisinage d'une singularité de ¢

m ait un bon comportement en temps long, par exemple :
|énae — (®ae)l| < e3¢ sin < 4
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Discrétisation en espace par les harmoniques sphériques :
modele de Zeitlin?

espace EN = su(N)

projection py : Z FImYm € C°(S?) — Z FimiTN € su(N),
(I,m)ENXZ 0<I<N—1
—I1<m<I
(Yim)1,m harmoniques sphériques et (T/%)I,m une base de
su(N)

laplacien AyA = ﬁ Z?:l[p,\/xi, [pnx', A]] si A € su(N)

crochets {F, G}n(A) = Tr(HT[dyF,dnG]) si A € su(N),
F,G € C>(su(N)).

*Zeitlin, 2004
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Analyse numérique : une solution

Le systeme dynamique sur su(/N) induit par la projection py de la
dynamique du fluide incompressible sur la sphére devient :

-1
agtw.w)
_ _2r T A—1

avec Hy(W) = =g Tr(W ' Ay W).

Remarque

m La structure de Poisson {.,.}n sur su(N) admet comme
Casimirs les Ci.: W — TH{W*), 1 < k < N.

m On s'est ramené a un systéme hamiltonien de dimension finie
sur lequel les méthodes numériques de la premiére section
s'appliquent.

W =
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Propriétés du modele de Zeitlin

Théoreme (Courbure et crochets)

m Vf, g € C2(S?),

1

Iowif.g} — 5 lonf. el = O(5)

m La courbure sectionnelle de SU(N) converge vers la courbure
sectionnelle de Diff,(S?) : il existe ¢y tel que Vf,g € H'(S?),

2¢
|Culpnf. pug) = C(Xe Xg)| < [l gl

3Bordemann, Meinrenken, Schlichenmaier, 1994
4Modin and Perrot, 2023
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Simulations numériques

w(0) € C*°(S?) aléatoire :
https://slides.com /kmodin /einstein-seminar/4°

5Cifani, Viviani, Modin, 2022

Oscar Cosserat LaSIE, CNRS

Une discrétisation en espace de la dynamique d'un fluide nensionnel incompressible par des crochets de Pois:


https://slides.com/kmodin/einstein-seminar##/4

Fluide incompressible sur la sphere
00000080

Analyse rétrograde 7

Question : Comment étendre I’analyse rétrograde pour un
schéma numérique discrétisant I'espace et le temps lorsqu’il
préserve une structure géométrique ?

m Estimer les trajectoires projetées sur I'espace de dimension
finie 7 ie
N \k
[Pndkar — (Pag) v < ...

m Relever la trajectoire discréte dans I'espace de dimension
infinie 7 ie
—in( (PR ¥ <
[dkae — in{(Pae))llse < - ..

ou py o iy = Idgy(n)

Oscar Cosserat LaSIE, CNRS

Une discrétisation en espace de la dynamique d'un fluide nensionnel incompressible par des crochets de Poisson



Fluide incompressible sur la sphere
0000000e

Quverture

m Simulations numériques en augmentant |'ordre en temps

m Etudier I'impact de la courbure sur le comportement
asymptotique du fluide

m Traitement algébrique de la discrétisation en espace

m Extension de la méthode a d'autres exemples
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