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Connexions d'Ehresmann sur un �bré
Fibrés

Soient E, M, F des variétés lisses et π : E −→ M une application lisse.

Dé�nition

On dit que (E ,M, π,F ) est un �bré lorsqu'on se donne un recouvrement

ouvert R de M et une famille (ϕU : π−1(U) −→ U×F )U∈R de

di�éomorphismes (cartes) tels que pour chaque U ∈ R on ait

π(ϕ−1U (p, s)) = p pour tout (p, s) ∈ U×F
(commutation de ϕU avec la projection proj1 : U×F −→ U).

On a donc dim(E ) = dim(M) + dim(F ).
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Connexions d'Ehresmann sur un �bré
Fibrés

On dit que E et M sont respectivement l'espace total et la base du �bré.

Par ailleurs, π est une submersion surjective qui est appelée la projection
associée au �bré.

En outre, on dit que F est la �bre type du �bré.

En�n, pour chaque point p ∈ M, la �bre Ep := π−1(p) de π au-dessus
de p est une sous-variété lisse de E et pour toute carte ϕU véri�ant p ∈ U

l'application s 7−→ ϕ−1U (p, s) de F dans Ep est un di�éomorphisme.
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Connexions d'Ehresmann sur un �bré
Fibrés vectoriels

Soient k > 0 un entier et (E ,M, π,F ) un �bré dont on désigne par
(ϕU : π−1(U) −→ U×F )U∈R une famille de cartes.

Dé�nition

On dit que (E ,M, π,F ) est un �bré vectoriel de rang k lorsque F est

l'espace vectoriel réel Rk et qu'on se donne une famille

(θ(U,V ) : U ∩ V −→ GL(F ))
(U,V )∈R2 d'applications lisses telle que pour

chaque (U,V ) ∈ R2 on ait ϕU [ϕ−1V (p, s)] = (p , θ(U,V )(p)·s) pour tout

(p, s) ∈ (U ∩V )×F (θ(U,V ) est l'application de transition de ϕU vers ϕV ).

On note alors (E ,M, π,F ) =: (E ,M, π).

Il s'ensuit que pour chaque point p ∈ M la �bre Ep := π−1(p) de π
au-dessus de p est munie d'une unique structure d'espace vectoriel (qui
dépend de p) telle que pour toute carte ϕU véri�ant p ∈ U l'application
s 7−→ ϕ−1U (p, s) de F dans Ep soit un isomorphisme linéaire.
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Connexions d'Ehresmann sur un �bré
Fibré tangent

Exemple (�bré tangent)

Soit M une variété lisse de dimension �nie n > 1.
On considère l'ensemble TM :=

⋃
p∈M

TpM et l'application τM :TM −→ M qui à

chaque v ∈TM associe l'unique point p ∈M tel qu'on ait v ∈TpM.
Étant donné un atlas A sur M, chaque carte (U, ψ) ∈ A permet de dé�nir

Tψ : τ−1M (U) −→ ψ(U)×Rn par Tψ(v) := (ψ(π(v)) ,Tπ(v)ψ ·v) .

L'ensemble {(τ−1M (U) ,Tψ) | (U, ψ) ∈ A} est alors un atlas sur TM qui dé�nit
ainsi une structure de variété lisse sur TM.

En outre, (TM,M, τM) est un �bré vectoriel de rang n lorsque R est l'ensemble
de tous les domaines U des cartes (U, ψ) ∈ A, que la famille (ϕU)U∈R est

dé�nie par ϕU(v) := (π(v) ,Tπ(v)ψ ·v) (valable pour toute ψ véri�ant

(U, ψ) ∈ A) et que la famille (θ(U,V ))(U,V )∈R2
des applications de transition est

dé�nie par θ(U,V )(p) := (Tpγ)◦ (Tpψ)−1 (valable pour toutes ψ et γ véri�ant

(U, ψ) ∈ A et (V, γ) ∈ A).
On dit que (TM,M, τM) est le �bré tangent de M.
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Connexions d'Ehresmann sur un �bré
Fibré vertical et �brés horizontaux d'un �bré

Soient (E ,M, π,F ) un �bré et (TE ,E , τE ) le �bré tangent de E .

Proposition

En désignant par 0M la section nulle du �bré tangent (TM,M, τM) de M,

l'ensemble V (E ) := (Tπ)−1(0M(M)) est une sous-variété lisse deTE de

dimension dim(E ) et (V (E ),E , (τE )|V (E)) est un sous-�bré vectoriel de

(TE ,E , τE ) dont le rang est égal à dim(F ) et qu'on appelle le �bré
vertical de (E ,M, π,F ).

Pour tout x ∈ E , on a donc Vx(E ) = Ker(Txπ) =TxEπ(x) ⊆TxE .

Dé�nition

On dit qu'un sous-�bré vectoriel (H,E , (τE )|H) de (TE ,E , τE ) est un �bré

horizontal de (E ,M, π,F ) lorsqu'il véri�e Hx ⊕ Vx(E ) =TxE

pour tout x ∈ E.

Le rang de (H,E , (τE )|H) est donc égal à dim(M).
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Connexions d'Ehresmann sur un �bré

Soit (H,E , (τE )|H) un �bré horizontal de (E ,M, π,F ).

Dé�nition

L'application C :TE −→TE qui à chaque ξ ∈TE associe la projection de

ξ sur VτE (ξ)(E ) parallèlement à HτE (ξ) s'appelle la connexion d'Ehresmann
sur (E ,M, π,F ) associée à (H,E , (τE )|H).

On véri�e que C est lisse.
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Connexions d'Ehresmann sur un �bré
Relèvements horizontaux sur un �bré

L'application (Tπ)|H : H −→TM est un isomorphisme du �bré vectoriel
(H,E , (τE )|H) sur le �bré vectoriel (TM,M, τM) au-dessus de π.

Ceci entraîne d'une part qu'on a dim(H) = dim(TM) = 2 dim(M) et
d'autre part que pour tous v ∈TM et x ∈ EτM(v), il existe un unique

vecteur ξ ∈ Hx véri�ant Txπ ·ξ = v qu'on appelle le relèvement
horizontal de v en x associé à (H,E , (τE )|H) et qu'on note Λ(v , x).

Considérons la variété lisse TM×ME := {(v , x) ∈TM×E | τM(v) = π(x)}
(appelé le pullback de (E ,M, π) par τM).

Dé�nition

L'application Λ :TM×ME −→TE qui envoie chaque (v , x) ∈TM×ME

sur Λ(v , x) s'appelle le relèvement horizontal sur (E ,M, π,F ) associé à

(H,E , (τE )|H).

On véri�e que Λ est lisse.
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vecteur ξ ∈ Hx véri�ant Txπ ·ξ = v qu'on appelle le relèvement
horizontal de v en x associé à (H,E , (τE )|H) et qu'on note Λ(v , x).

Considérons la variété lisse TM×ME := {(v , x) ∈TM×E | τM(v) = π(x)}
(appelé le pullback de (E ,M, π) par τM).

Dé�nition

L'application Λ :TM×ME −→TE qui envoie chaque (v , x) ∈TM×ME

sur Λ(v , x) s'appelle le relèvement horizontal sur (E ,M, π,F ) associé à

(H,E , (τE )|H).

On véri�e que Λ est lisse.
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Connexions d'Ehresmann sur un �bré

Caractérisation des connexions d'Ehresmann.

Proposition

Pour toute application C :TE −→TE et tout sous-�bré vectoriel

(H,E , (τE )|H) de (TE ,E , τE ), les assertions suivantes sont équivalentes :

(H,E , (τE )|H) est un �bré horizontal de (E ,M, π,F ) et C est la

connexion d'Ehresmann sur (E ,M, π,F ) associée à (H,E , (τE )|H).

On a V (E ) = C (TE ) , H = C−1(0E (E )) et C est un endomorphisme

du �bré vectoriel (TE ,E , τE ) qui véri�e C ◦C = C .
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Connexions d'Ehresmann sur un �bré

Caractérisation des relèvements horizontaux.

Proposition

Pour toute application Λ :TM×ME −→TE et tout sous-�bré vectoriel

(H,E , (τE )|H) de (TE ,E , τE ), les assertions suivantes sont équivalentes :

(H,E , (τE )|H) est un �bré horizontal de (E ,M, π,F ) et Λ est le

relèvement horizontal sur (E ,M, π,F ) associé à (H,E , (τE )|H).

L'égalité (Tπ , τE )◦Λ = ITM×ME est satisfaite

et on a Λ(Txπ ·ξ , x) = ξ pour tous x ∈ E et ξ ∈ Hx .

Lorsque ces assertions sont satisfaites, on a donc H = Λ(TM×ME ).

P. Verovic Connexions lagrangiennes



Connexions d'Ehresmann sur un �bré

Caractérisation des relèvements horizontaux.

Proposition

Pour toute application Λ :TM×ME −→TE et tout sous-�bré vectoriel

(H,E , (τE )|H) de (TE ,E , τE ), les assertions suivantes sont équivalentes :

(H,E , (τE )|H) est un �bré horizontal de (E ,M, π,F ) et Λ est le

relèvement horizontal sur (E ,M, π,F ) associé à (H,E , (τE )|H).

L'égalité (Tπ , τE )◦Λ = ITM×ME est satisfaite

et on a Λ(Txπ ·ξ , x) = ξ pour tous x ∈ E et ξ ∈ Hx .

Lorsque ces assertions sont satisfaites, on a donc H = Λ(TM×ME ).

P. Verovic Connexions lagrangiennes



Connexions d'Ehresmann sur un �bré

Le lien entre relèvements horizontaux et connexions d'Ehresmann est
donné par le résultat suivant.

Proposition

Soient Λ :TM×ME −→TE et C :TE −→TE des applications

qui véri�ent la relation C = ITE − Λ◦ (Tπ , τE ) .

Pour tout �bré horizontal (H,E , (τE )|H) de (E ,M, π,F ), les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

Λ est le relèvement horizontal sur (E ,M, π,F ) associé à (H,E , (τE )|H).

C est la connexion d'Ehresmann sur (E ,M, π,F )
associée à (H,E , (τE )|H).

Lorsque ces assertions sont satisfaites, on dit que Λ et C sont associés.

Lorsqu'elles sont satisfaites, ces assertions montrent que C mesure le
défaut de Λ à être un inverse à gauche de (Tπ , τE ) sachant que Λ est
un inverse à droite de (Tπ , τE ).
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Connexions d'Ehresmann sur un �bré vectoriel
Relèvement vertical d'un �bré vectoriel

Soit (E ,M, π) un �bré vectoriel.

Étant donné un point p ∈ M ainsi que des vecteurs x et y de l'espace
vectoriel Ep, on a x + t y ∈ Ep ⊆ E pour tout t ∈ R, ce qui entraîne
d

dt
∣∣
t=0

(x + t y) ∈TxE .

Il en résulte que pour chaque x ∈ E on peut considérer l'application

ιx : Eπ(x) −→TxE dé�nie par ιx(y) :=
d

dt
∣∣
t=0

(x + t y) .

On véri�e que ιx est linéaire et injective d'image égale à Vx(E ).

On l'appelle le relèvement vertical de (E ,M, π) en x .
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Connexions d'Ehresmann sur un �bré vectoriel
Relèvement vertical d'un �bré vectoriel

Considérons la variété lisse E×ME := {(x , y) ∈ E×E | π(x) = π(y)}
(appelé le pullback de (E ,M, π) par π).

Dé�nition

L'application Φ : E×ME −→ V (E ) dé�nie par Φ(x , y) := ιx(y)

s'appelle le relèvement vertical de (E ,M, π).

On véri�e que Φ est un isomorphisme du �bré vectoriel (E×ME ,E , proj1)
sur le �bré vertical de (E ,M, π).

Dé�nition

Le champ de vecteurs V sur E dé�ni par V (x) := Φ(x , x)

s'appelle le champ de vecteur canonique de (E ,M, π).

On véri�e que V est le champ de vecteurs fondamental sur E associé à
1 ∈ R pour l'action lisse de R∗ sur E dé�nie par λ ∗ x := λx (dans Eπ(x)).
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Connexions d'Ehresmann sur un �bré vectoriel
Connecteurs sur un �bré vectoriel

Dé�nition

Un homomorphisme K :TE −→ E du �bré vectoriel (TE ,E , τE ) dans le

�bré vectoriel (E ,M, π) au-dessus de π qui véri�e K (Φ(x , y)) = y pour

tout (x , y) ∈ E×ME s'appelle un connecteur sur (E ,M, π).

Proposition

Pour toutes applications C :TE −→TE et K :TE −→ E, les deux

assertions suivantes sont équivalentes :

C est une connexion d'Ehresmann sur (E ,M, π)

et on a K (ξ) = proj2(Φ−1(C (ξ))) pour tout ξ ∈TE.

K est un connecteur sur (E ,M, π)

et on a C (ξ) = Φ(τE (ξ) ,K (ξ)) pour tout ξ ∈TE.

Lorsque ces assertions sont satisfaites, on dit que C et K sont associés.
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Connexion associée à un semi-spray
Structure tangente

Soient M une variété lisse de dimension �nie n > 1,
Φ :TM×MTM −→ V (TM) le relèvement vertical du �bré tangent
(TM,M, τM) de M et V le champ de vecteur canonique de (TM,M, τM).

Dé�nition

L'application J :T (TM) −→T (TM) dé�nie par J(ξ) := Φ(τTM(ξ) ,TτM(ξ))

s'appelle la structure tangente de (TM,M, τM).

On véri�e que J est un endomorphisme du �bré tangent (T (TM),TM , τTM)
deTM et qu'on a J(T (TM)) = V (TM) = J−1(0TM(TM)).
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Connexion associée à un semi-spray
Semi-spray

Dé�nition

Un champ de vecteurs lisse S sur TM qui véri�e la relation TτM ◦S = ITM

s'appelle un semi-spray sur M.

Ceci signi�e que S est une section du �bré vectoriel (T (TM),TM ,TτM)
en plus d'être une section du �bré tangent (T (TM),TM , τTM) deTM.
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Connexion associée à un semi-spray
Semi-spray

Proposition

Pour tout champ de vecteurs lisse S sur TM, les assertions suivantes sont

équivalentes :

S est un semi-spray sur M.

On a J ◦S = V .

Pour chaque carte (U, ϕ) sur M, il existe une fonction

F = (F1, . . . ,Fn) : τ−1M (U) =TU −→ R
n telle qu'en écrivant

Tϕ = (x1, . . . , xn , y1, . . . , yn) on ait l'égalité

S(v) =
n∑
i=1

[
yi (v)

∂

∂xi
(v) + Fi (v)

∂

∂yi
(v)
]

pour tout v ∈TU.
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Connexion associée à un semi-spray
Semi-spray

Étant donné un semi-spray S sur M, une carte (U, ϕ) sur M et une

courbe σ : I −→ U de classe C
2
, la courbe •

σ : I −→TU est une courbe
intégrale de S si, et seulement si, la courbe c := ϕ◦σ de I dans
ϕ(U) ⊆ Rn véri�e l'équation di�érentielle du second ordre

d2c

dt2
= f (c ,

•
c ) ,

où on a posé f := F ◦ (Tϕ)−1.
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Connexion associée à un semi-spray

Proposition

Pour tout semi-spray S sur M, l'application C :T (TM) −→T (TM)

dé�nie par C := 1
2(IT (TM) + LSJ) est une connexion d'Ehresmann

sur le �bré tangent (TM,M, τM) de M qu'on appelle la connexion
associée à S.

Ici, on considère J comme une 1-forme surTM à valeurs dansT (TM).

On véri�e qu'on a C ◦X = 1
2(X + [S , J ◦X ] + J ◦ [X , S ]) pour tout

champ de vecteurs lisse X surTM.
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Connexions lagrangiennes

Soit L :TM −→ R un lagrangien régulier, c'est-à-dire une fonction lisse
telle que la dérivée �brée T :TM −→T∗M de L, dé�nie par T(v) ∈T∗pM

et T(v)·w := (L|TpM)′(v)·w =
d

ds
∣∣
s=0

L(v + s w) =TvL·Φ(v ,w) pour tous

p ∈M et v ,w ∈TpM, soit un di�éomorphisme local.

En désignant par ω la forme symplectique canonique surT∗M, ceci en-
traîne que le pullback ωL := T∗(ω) est une forme symplectique surTM.

D'autre part, on considère les fonctions action A := V ·L :TM −→ R

(A(v) = T(v)·v pour tout v ∈TM) et énergie E := A− L associées à L.
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D'autre part, on considère les fonctions action A := V ·L :TM −→ R

(A(v) = T(v)·v pour tout v ∈TM) et énergie E := A− L associées à L.
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Connexions lagrangiennes

Soit XE le gradient symplectique de l'énergie E pour ωL, c'est-à-dire
le champ de vecteurs surTM dé�ni par ωL(XE , ·) = dE (·) .

Étant donné une carte (U, ϕ) sur M et une courbe σ : I −→ U

de classe C
2
, la courbe •

σ : I −→TU est une courbe intégrale de XE

si, et seulement si, la courbe c := ϕ◦σ de I dans ϕ(U) ⊆ Rn véri�e
d

dt

[∂L
∂yi

(c ,
•
c )
]

=
∂L
∂xi

(c ,
•
c )

pour tout i ∈ [[1, n]] (équations d'Euler & Lagrange), où on a écrit
Tϕ = (x1, . . . , xn , y1, . . . , yn) et posé L := L|TU ◦ (Tϕ)−1.

Proposition

Le champ de vecteurs XE sur TM est un semi-spray sur M.

Dé�nition

La connexion associée à XE s'appelle la connexion lagrangienne de L.
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