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Plan de I'exposé

@ Connexions d’Ehresmann sur un fibré
© Connexions d’Ehresmann sur un fibré vectoriel
© Connexion associée a un semi-spray

@ Connexions lagrangiennes

P. Verovic Connexions lagrangiennes



Plan de I'exposé

@ Connexions d’Ehresmann sur un fibré
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré
Fibrés

Soient E, M, F des variétés lisses et m : E — M une application lisse.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Fibrés

Soient E, M, F des variétés lisses et m : E — M une application lisse.

Définition

On dit que (E, M, 7, F) est un fibré lorsqu’on se donne un recouvrement
ouvert R de M et une famille (py : 7 H(U) — UxF) e de
difféomorphismes (cartes) tels que pour chaque U € R on ait

ﬂ(goal(p, s)) = p pour tout (p,s) € UxF

(commutation de oy avec la projection proj; : UxF — U).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Fibrés

Soient E, M, F des variétés lisses et m : E — M une application lisse.

Définition

On dit que (E, M, 7, F) est un fibré lorsqu’on se donne un recouvrement
ouvert R de M et une famille (py : 7 H(U) — UxF) e de
difféomorphismes (cartes) tels que pour chaque U € R on ait

ﬂ(goal(p, s)) = p pour tout (p,s) € UxF
(commutation de oy avec la projection proj; : UxF — U).

On a donc dim(E) = dim(M) + dim(F).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré
Fibrés

On dit que E et M sont respectivement |'espace total et la base du fibré.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré
Fibrés

On dit que E et M sont respectivement |'espace total et la base du fibré.

Par ailleurs, 7 est une submersion surjective qui est appelée la projection
associée au fibré.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré
Fibrés

On dit que E et M sont respectivement |'espace total et la base du fibré.

Par ailleurs, 7 est une submersion surjective qui est appelée la projection
associée au fibré.

En outre, on dit que F est la fibre type du fibre.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré
Fibrés

On dit que E et M sont respectivement |'espace total et la base du fibré.

Par ailleurs, 7 est une submersion surjective qui est appelée la projection
associée au fibré.

En outre, on dit que F est la fibre type du fibre.
Enfin, pour chaque point p € M, la fibre E, = 7 (p) de 7 au-dessus

de p est une sous-variété lisse de E et pour toute carte ¢y vérifiant p € U
I'application s — goal(p,s) de F dans E, est un difféeomorphisme.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré
Fibrés vectoriels

Soient k > 0 un entier et (E, M, 7w, F) un fibré dont on désigne par
(pu : mHU) — UXF)ycr une famille de cartes.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Fibrés vectoriels

Soient k > 0 un entier et (E, M, 7w, F) un fibré dont on désigne par
(pu : mHU) — UXF)ycr une famille de cartes.

Définition

On dit que (E, M, 7, F) est un fibré vectoriel de rang k lorsque F est
I'espace vectoriel réel R¥ et qu’on se donne une famille
Oy UnvV — GL(F))(U,V)6722 d’applications lisses telle que pour

chaque (U, V) € R? on ait pulpy(p,s)] = (p, Ow,v)(p)-s) pour tout
(p,s) € (UNV)xF (0(y,v) est 'application de transition de oy vers pv ).
On note alors (E, M, 7, F) = (E, M, 7).

P. Verovic Connexions lagrangiennes



Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Fibrés vectoriels

Soient k > 0 un entier et (E, M, 7w, F) un fibré dont on désigne par
(pu : mHU) — UXF)ycr une famille de cartes.

Définition

On dit que (E, M, 7, F) est un fibré vectoriel de rang k lorsque F est
I'espace vectoriel réel R¥ et qu’on se donne une famille

(H(U’V) UnVvV — GL(F))(U V)eR? d’applications lisses telle que pour

chaque (U, V) € R? on ait pulpy(p,s)] = (p, Ow,v)(p)-s) pour tout
(p,s) € (UNV)xF (0(y,v) est 'application de transition de oy vers pv ).
On note alors (E, M, 7, F) = (E, M, 7).

Il s’ensuit que pour chaque point p € M la fibre E, = 7 (p) de 7
au-dessus de p est munie d'une unique structure d'espace vectoriel (qui
dépend de p) telle que pour toute carte p vérifiant p € U I'application
S+ gpal(p,s) de F dans E, soit un isomorphisme linéaire.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré
Fibré tangent

Exemple (fibré tangent)

Soit M une variété lisse de dimension finie n > 1.

On considére I'ensemble TM = U7,',M et l'application 7y : TM — M qui a
pEM
chaque v € TM associe I'unique point p € M tel qu’on ait v € T,M.

Etant donné un atlas A sur M, chaque carte (U, 1)) € A permet de définir
T 7 (U) — »(U) xR par Tip(v) = ((m(v)), Toqyto-v) -

L'ensemble {(1,,"(U), T)) | (U,%) € A} est alors un atlas sur TM qui définit
ainsi une structure de variété lisse sur TM.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Fibré tangent

Exemple (fibré tangent)
Soit M une variété lisse de dimension finie n > 1.

On considére I'ensemble TM = U7,',M et l'application 7y : TM — M qui a
pEM

cf;aque v € TM associe I'unique point p € M tel qu'on ait v € T,M.

Etant donné un atlas A sur M, chaque carte (U, ) € A permet de définir

Ty 7 (U) — Y(U)xR" par T(v) = (Y(n(v)), Tryd-v) -

L'ensemble {(1,,"(U), T)) | (U,%) € A} est alors un atlas sur TM qui définit

ainsi une structure de variété lisse sur TM.

En outre, (TM, M, 7)) est un fibré vectoriel de rang n lorsque R est I'ensemble
de tous les domaines U des cartes (U, ) € A, que la famille (oy)ycp est
définie par @y(v) = (7(v),Tr(v)¥-v) (valable pour toute 1) vérifiant

(U,¢) € A) et que la famille (H(va))(uﬁv)em

définie par O(U’V)(p) = (7;7)0(7,'3¢)_1 (valable pour toutes 1 et ~ vérifiant
(U,) e Aet (V,7) € A).
On dit que (TM, M, 1) est le fibré tangent de M.

des applications de transition est



Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Fibré vertical et fibrés horizontaux d’un fibré

Soient (E, M, F) un fibré et (TE, E,7¢) le fibré tangent de E.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Fibré vertical et fibrés horizontaux d’un fibré

Soient (E, M, F) un fibré et (TE, E,7¢) le fibré tangent de E.

Proposition

En désignant par Oy la section nulle du fibré tangent (TM, M, 1) de M,
I'ensemble V(E) = (T7)(0Om(M)) est une sous-variété lisse de TE de
dimension dim(E) et (V(E), E, (7e)|v(£)) est un sous-fibré vectoriel de
(TE, E,7E) dont le rang est égal 4 dim(F) et qu’on appelle le fibré
vertical de (E, M, x, F).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Fibré vertical et fibrés horizontaux d’un fibré

Soient (E, M, F) un fibré et (TE, E,7¢) le fibré tangent de E.

Proposition

En désignant par Oy la section nulle du fibré tangent (TM, M, 1) de M,
I'ensemble V(E) = (T7)(0Om(M)) est une sous-variété lisse de TE de
dimension dim(E) et (V(E), E, (7e)|v(£)) est un sous-fibré vectoriel de
(TE, E,7E) dont le rang est égal 4 dim(F) et qu’on appelle le fibré
vertical de (E, M, x, F).

Pour tout x € E, on a donc V,(E) = Ker(Tem) = TxEr(x) C TxE.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Fibré vertical et fibrés horizontaux d’un fibré

Soient (E, M, F) un fibré et (TE, E,7¢) le fibré tangent de E.

Proposition

En désignant par Oy la section nulle du fibré tangent (TM, M, 1) de M,
I'ensemble V(E) = (T7)(0Om(M)) est une sous-variété lisse de TE de
dimension dim(E) et (V(E), E, (7e)|v(£)) est un sous-fibré vectoriel de
(TE, E,7E) dont le rang est égal 4 dim(F) et qu’on appelle le fibré
vertical de (E, M, x, F).

Pour tout x € E, on a donc V,(E) = Ker(Tem) = TxEr(x) C TxE.

Définition

On dit qu’un sous-fibré vectoriel (H, E, (7e)y) de (TE, E, 7¢) est un fibré

horizontal de (E, M, , F) lorsqu'il vérifie Hy & Vi (E) = TxE
pour tout x € E.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Fibré vertical et fibrés horizontaux d’un fibré

Soient (E, M, F) un fibré et (TE, E,7¢) le fibré tangent de E.

Proposition

En désignant par Oy la section nulle du fibré tangent (TM, M, 1) de M,
I'ensemble V(E) = (T7)(0Om(M)) est une sous-variété lisse de TE de
dimension dim(E) et (V(E), E, (7e)|v(£)) est un sous-fibré vectoriel de
(TE, E,7E) dont le rang est égal 4 dim(F) et qu’on appelle le fibré
vertical de (E, M, x, F).

Pour tout x € E, on a donc V,(E) = Ker(Tem) = TxEr(x) C TxE.

Définition

On dit qu’un sous-fibré vectoriel (H, E, (7e)y) de (TE, E, 7¢) est un fibré

horizontal de (E, M, , F) lorsqu'il vérifie Hy & Vi (E) = TxE
pour tout x € E.

Le rang de (H, E, (7)) est donc égal & dim(M).



Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Soit (H, E, (7€) ) un fibré horizontal de (E, M, m, F).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Soit (H, E, (7€) ) un fibré horizontal de (E, M, m, F).

Définition

L'application C : TE — TE qui a chaque £ € TE associe la projection de
§ sur Vo(e)(E) parallélement a H,_(¢) s'appelle la connexion d'Ehresmann
sur (E, M, m, F) associée a (H, E, (7e)|1)-
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Soit (H, E, (7€) ) un fibré horizontal de (E, M, m, F).

Définition

L'application C : TE — TE qui a chaque £ € TE associe la projection de
§ sur Vo(e)(E) parallélement a H,_(¢) s'appelle la connexion d'Ehresmann
sur (E, M, m, F) associée a (H, E, (7e)|1)-

On vérifie que C est lisse.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Relévements horizontaux sur un fibré

L'application (T7)y : H — TM est un isomorphisme du fibré vectoriel
(H, E, (7e)|1) sur le fibré vectoriel (TM, M, 7y) au-dessus de .
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré
Relévements horizontaux sur un fibré

L'application (T7)y : H — TM est un isomorphisme du fibré vectoriel
(H, E, (7e)|1) sur le fibré vectoriel (TM, M, 7y) au-dessus de .

Ceci entraine d'une part qu'on a dim(H) = dim(TM) = 2dim(M) et
d’autre part que pour tous v € TM et x € E; (., il existe un unique

vecteur £ € Hy vérifiant Tym-& = v qu’on appelle le relévement
horizontal de v en x associé a (H, E, (7e)|1) et qu’on note A(v, x).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré
Relévements horizontaux sur un fibré

L'application (T7)y : H — TM est un isomorphisme du fibré vectoriel
(H, E, (7e)|1) sur le fibré vectoriel (TM, M, 7y) au-dessus de .

Ceci entraine d'une part qu'on a dim(H) = dim(TM) = 2dim(M) et
d’autre part que pour tous v € TM et x € E; (., il existe un unique

vecteur £ € Hy vérifiant Tym-& = v qu’on appelle le relévement
horizontal de v en x associé a (H, E, (7e)|1) et qu’on note A(v, x).

Considérons la variété lisse TMxyE = {(v,x) € TMXE | my(v) = w(x)}
(appelé le pullback de (E, M, ) par 7).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré
Relévements horizontaux sur un fibré

L'application (T7)y : H — TM est un isomorphisme du fibré vectoriel
(H, E, (7e)|1) sur le fibré vectoriel (TM, M, 7y) au-dessus de .

Ceci entraine d'une part qu'on a dim(H) = dim(TM) = 2dim(M) et
d’autre part que pour tous v € TM et x € E; (., il existe un unique

vecteur £ € Hy vérifiant Tym-& = v qu’on appelle le relévement
horizontal de v en x associé a (H, E, (7e)|1) et qu’on note A(v, x).

Considérons la variété lisse TMxyE = {(v,x) € TMXE | my(v) = w(x)}
(appelé le pullback de (E, M, ) par 7).

Définition

L’application N : TM xpE — TE qui envoie chaque (v,x) € TM xyE
sur N(v, x) s'appelle le relévement horizontal sur (E, M, 7, F) associé a
(Ha E, (TE)|H)'
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré
Relévements horizontaux sur un fibré

L'application (T7)y : H — TM est un isomorphisme du fibré vectoriel
(H, E, (7e)|1) sur le fibré vectoriel (TM, M, 7y) au-dessus de .

Ceci entraine d'une part qu'on a dim(H) = dim(TM) = 2dim(M) et
d’autre part que pour tous v € TM et x € E; (., il existe un unique

vecteur £ € Hy vérifiant Tym-& = v qu’on appelle le relévement
horizontal de v en x associé a (H, E, (7e)|1) et qu’on note A(v, x).

Considérons la variété lisse TMxyE = {(v,x) € TMXE | my(v) = w(x)}
(appelé le pullback de (E, M, ) par 7).

Définition

L’application N : TM xpE — TE qui envoie chaque (v,x) € TM xyE
sur N(v, x) s'appelle le relévement horizontal sur (E, M, 7, F) associé a
(Ha E, (TE)|H)'

On vérifie que A est lisse.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Caractérisation des connexions d’Ehresmann.

Proposition

Pour toute application C : TE — TE et tout sous-fibré vectoriel
(H,E,(7e)\1) de (TE, E,7e), les assertions suivantes sont équivalentes :

o (H,E, (7)) est un fibré horizontal de (E, M, , F) et C est la
connexion d'Ehresmann sur (E, M, m, F) associée a (H, E, (7e)|n)-

@ Ona V(E)= C(TE), H= C0g(E)) et C est un endomorphisme
du fibré vectoriel (TE, E,1g) qui vérifie CoC = C .
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Caractérisation des relévements horizontaux.

Proposition

Pour toute application N : TM xpE — TE et tout sous-fibré vectoriel
(H,E,(7e)\1) de (TE, E,7), les assertions suivantes sont équivalentes :

® (H,E, (7)) est un fibré horizontal de (E, M, n, F) et A\ est le
relévement horizontal sur (E, M, T, F) associé a (H, E, (7€) |n)-

o L'égalité (Tm, 7e)oN = Irumy,,e est satisfaite

etona NTm-&, x) =& pour tous x € E et £ € Hy.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Caractérisation des relévements horizontaux.

Proposition

Pour toute application N : TM xpE — TE et tout sous-fibré vectoriel
(H,E,(7e)\1) de (TE, E,7), les assertions suivantes sont équivalentes :

® (H,E, (7)) est un fibré horizontal de (E, M, n, F) et A\ est le
relévement horizontal sur (E, M, T, F) associé a (H, E, (7€) |n)-

o L'égalité (Tm, 7e)oN = Irumy,,e est satisfaite

etona NTm-&, x) =& pour tous x € E et £ € Hy.

Lorsque ces assertions sont satisfaites, on a donc H = A(TM xE).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Le lien entre relévements horizontaux et connexions d’'Ehresmann est
donné par le résultat suivant.

Proposition

Soient N : TMxpE — TE et C : TE — TE des applications
qui vérifient la relation C = Iz — No(Tm, 7€) .

Pour tout fibré horizontal (H, E, (e)|1) de (E, M, 7, F), les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

o A est le relévement horizontal sur (E, M, m, F) associé¢ a (H, E, (Te)|1)-

o C est la connexion d’Ehresmann sur (E, M, F)
associée a (H, E, (7e)|H)-

Lorsque ces assertions sont satisfaites, on dit que N\ et C sont associés.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré

Le lien entre relévements horizontaux et connexions d’'Ehresmann est
donné par le résultat suivant.

Proposition

Soient N : TMxpE — TE et C : TE — TE des applications
qui vérifient la relation C = Iz — No(Tm, 7€) .

Pour tout fibré horizontal (H, E, (e)|1) de (E, M, 7, F), les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

o A est le relévement horizontal sur (E, M, m, F) associé¢ a (H, E, (Te)|1)-

o C est la connexion d’Ehresmann sur (E, M, F)
associée a (H, E, (7e)|H)-

Lorsque ces assertions sont satisfaites, on dit que N\ et C sont associés.

Lorsqu’elles sont satisfaites, ces assertions montrent que C mesure le
défaut de A a étre un inverse a gauche de (T7, 7¢) sachant que A est
un inverse a droite de (T7, 7¢).
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Plan de I'exposé

© Connexions d’Ehresmann sur un fibré vectoriel
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré vectoriel
Relévement vertical d’un fibré vectoriel

Soit (E, M, ) un fibré vectoriel.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré vectoriel
Relévement vertical d’un fibré vectoriel

Soit (E, M, ) un fibré vectoriel.

Etant donné un point p € M ainsi que des vecteurs x et y de |'espace
vectoriel E,, on a x4+ ty € E, C E pour tout t € R, ce qui entraine

d}X—i-ty)E
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré vectoriel
Relévement vertical d’un fibré vectoriel

Soit (E, M, ) un fibré vectoriel.

Etant donné un point p € M ainsi que des vecteurs x et y de |'espace
vectoriel E,, on a x4+ ty € E, C E pour tout t € R, ce qui entraine

x+ty)eT,
P } y)
Il en résulte que pour chaque x € E on peut considérer I'application

Lx @ Ex(x) — TxE définie par i (y) = dt‘ (x+ty).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré vectoriel
Relévement vertical d’un fibré vectoriel

Soit (E, M, ) un fibré vectoriel.

Etant donné un point p € M ainsi que des vecteurs x et y de |'espace
vectoriel E,, on a x4+ ty € E, C E pour tout t € R, ce qui entraine

x+ty)eT,
P } y)
Il en résulte que pour chaque x € E on peut considérer I'application

Lx @ Ex(x) — TxE définie par i (y) = dt‘ (x+ty).

On vérifie que ¢y est linéaire et injective d’image égale a V,(E).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré vectoriel
Relévement vertical d’un fibré vectoriel

Soit (E, M, ) un fibré vectoriel.

Etant donné un point p € M ainsi que des vecteurs x et y de |'espace
vectoriel E,, on a x4+ ty € E, C E pour tout t € R, ce qui entraine

x+ty)eT,
P } y)
Il en résulte que pour chaque x € E on peut considérer I'application

Lx @ Ex(x) — TxE définie par i (y) = dt‘ (x+ty).

On vérifie que ¢y est linéaire et injective d’image égale a V,(E).

On I'appelle le relévement vertical de (E, M, ) en x.
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré vectoriel

Relévement vertical d'un fibré vectoriel

Considérons la variété lisse ExyE = {(x,y) € EXE | n(x) = n(y)}
(appelé le pullback de (E, M, ) par 7).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré vectoriel
Relévement vertical d’un fibré vectoriel

Considérons la variété lisse ExyE = {(x,y) € EXE | n(x) = n(y)}
(appelé le pullback de (E, M, ) par 7).

Définition

L’application & : ExyE — V/(E) définie par ®(x,y) = tx(y)
s'appelle le relévement vertical de (E, M, 7).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré vectoriel
Relévement vertical d’un fibré vectoriel

Considérons la variété lisse ExyE = {(x,y) € EXE | n(x) = n(y)}
(appelé le pullback de (E, M, ) par 7).

Définition

L’application & : ExyE — V/(E) définie par ®(x,y) = tx(y)
s'appelle le relévement vertical de (E, M, 7).

On vérifie que ® est un isomorphisme du fibré vectoriel (E xyE, E, proji)
sur le fibré vertical de (E, M, 7).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré vectoriel
Relévement vertical d’un fibré vectoriel

Considérons la variété lisse ExyE = {(x,y) € EXE | n(x) = n(y)}
(appelé le pullback de (E, M, ) par 7).

Définition

L’application & : ExyE — V/(E) définie par ®(x,y) = tx(y)
s'appelle le relévement vertical de (E, M, 7).

On vérifie que ® est un isomorphisme du fibré vectoriel (E xyE, E, proji)
sur le fibré vertical de (E, M, 7).

Définition

Le champ de vecteurs V sur E défini par V(x) = ®(x,x)
s’appelle le champ de vecteur canonique de (E, M, ).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré vectoriel
Relévement vertical d’un fibré vectoriel

Considérons la variété lisse ExyE = {(x,y) € EXE | n(x) = n(y)}
(appelé le pullback de (E, M, ) par 7).

Définition

L’application & : ExyE — V/(E) définie par ®(x,y) = tx(y)
s'appelle le relévement vertical de (E, M, 7).

On vérifie que ® est un isomorphisme du fibré vectoriel (E xyE, E, proji)
sur le fibré vertical de (E, M, 7).

Définition

Le champ de vecteurs V sur E défini par V(x) = ®(x,x)
s’appelle le champ de vecteur canonique de (E, M, ).

On vérifie que V est le champ de vecteurs fondamental sur E associé a
1 € R pour I'action lisse de R* sur E définie par A * x = Ax (dans Ej(,).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré vectoriel
Connecteurs sur un fibré vectoriel

Définition

Un homomorphisme K : TE — E du fibré vectoriel (TE, E, ) dans le
fibré vectoriel (E, M, ) au-dessus de m qui vérifie K(®(x,y)) =y pour
tout (x,y) € ExyE s’appelle un connecteur sur (E, M, ).
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Connexions d'Ehresmann sur un fibré vectoriel
Connecteurs sur un fibré vectoriel

Un homomorphisme K : TE — E du fibré vectoriel (TE, E, ) dans le
fibré vectoriel (E, M, ) au-dessus de m qui vérifie K(®(x,y)) =y pour
tout (x,y) € ExyE s’appelle un connecteur sur (E, M, ).

Pour toutes applications C : TE — TE et K : TE — E, les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

o C est une connexion d’Ehresmann sur (E, M, )
et on a K(&) = proja(®(C(€))) pour tout £ € TE.

e K est un connecteur sur (E, M, )
etona C(§) = ®(7e(€),K(E)) pour tout & € TE.

Lorsque ces assertions sont satisfaites, on dit que C et K sont associés.

P. Verovic Connexions lagrangiennes




Plan de I'exposé

© Connexion associée a un semi-spray
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Connexion associée a un semi-spray
Structure tangente

Soient M une variété lisse de dimension finie n > 1,
& TM xy TM — V(TM) le relévement vertical du fibré tangent
(TM, M, 1py) de M et V le champ de vecteur canonique de (TM, M, 7).
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Connexion associée a un semi-spray
Structure tangente

Soient M une variété lisse de dimension finie n > 1,
& TM xy TM — V(TM) le relévement vertical du fibré tangent
(TM, M, 1py) de M et V le champ de vecteur canonique de (TM, M, 7).

L'application J : T(TM) — T(TM) définie par J(§) = ®(Trm(§) , Trm(E))
s’appelle la structure tangente de (TM, M, ). J
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Connexion associée a un semi-spray
Structure tangente

Soient M une variété lisse de dimension finie n > 1,
& TM xy TM — V(TM) le relévement vertical du fibré tangent
(TM, M, 1py) de M et V le champ de vecteur canonique de (TM, M, 7).

L'application J : T(TM) — T(TM) définie par J(§) = ®(Trm(§) , Trm(E))
s’appelle la structure tangente de (TM, M, ). J

On vérifie que J est un endomorphisme du fibré tangent (T(TM),TM, T1m)
de TM et qu'on a J(T(TM)) = V(TM) = JH07m(TM)).
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Connexion associée a un semi-spray
Semi-spray

Définition

Un champ de vecteurs lisse S sur TM qui vérifie la relation Try0S = Iy,
s’appelle un semi-spray sur M.
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Connexion associée a un semi-spray
Semi-spray

Définition

Un champ de vecteurs lisse S sur TM qui vérifie la relation Try0S = Iy,
s’appelle un semi-spray sur M.

Ceci signifie que S est une section du fibré vectoriel (T(TM),TM,Tmy)
en plus d'étre une section du fibré tangent (T(TM),TM, 71p) de TM.
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Connexion associée a un semi-spray
Semi-spray

Proposition

Pour tout champ de vecteurs lisse S sur TM, les assertions suivantes sont
équivalentes :

@ S est un semi-spray sur M.
@ Ona JoS=V.

o Pour chaque carte (U, @) sur M, il existe une fonction
F=(F,...,Fn): 7y, (U) =TU — R" telle qu’en écrivant
To=(x1,---yXn,Y1,---,¥n) On ait I'égalité

S(v) :Z[y,-(v)%(v) n F,(v)aiy(v)] pour tout v € TU.
i=1 ! !

P. Verovic Connexions lagrangiennes



Connexion associée a un semi-spray
Semi-spray

Etant donné un semi-spray S sur M, une carte (U, ) sur M et une
courbe o : | — U de classe C2, la courbe & : [ — TU est une courbe
intégrale de S si, et seulement si, la courbe ¢ = oo de I dans
©(U) C R" vérifie I'équation différentielle du second ordre
d%c
de2
ol on a posé f = Fo(Tp)L

= f(c,?),
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Connexion associée a un semi-spray

Proposition
Pour tout semi-spray S sur M, ['application C : T(TM) — T(TM)
définie par C = %(IT(TM)—i— LsJ) est une connexion d’Ehresmann

sur le fibré tangent (TM, M, 1py) de M qu’on appelle la connexion
associée a S.
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Connexion associée a un semi-spray

Proposition

Pour tout semi-spray S sur M, I'application C : T(TM) — T(TM)
définie par C = %(IT(TM)—i— LsJ) est une connexion d’Ehresmann
sur le fibré tangent (TM, M, 1py) de M qu’on appelle la connexion
associée a S.

Ici, on considére J comme une 1-forme sur TM a valeurs dans T(TM).
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Connexion associée a un semi-spray

Proposition
Pour tout semi-spray S sur M, ['application C : T(TM) — T(TM)
définie par C = %(IT(TM)—i— LsJ) est une connexion d’Ehresmann

sur le fibré tangent (TM, M, 1py) de M qu’on appelle la connexion
associée a S.

Ici, on considére J comme une 1-forme sur TM a valeurs dans T(TM).

On vérifie qu'on a CoX = 5(X +[S,JoX] + Jo[X,S]) pour tout
champ de vecteurs lisse X sur TM.
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Plan de I'exposé

@ Connexions lagrangiennes

P. Verovic Connexions lagrangiennes



Connexions lagrangiennes

Soit L : TM — R un lagrangien régulier, c'est-a-dire une fonction lisse
telle que la dérivée fibrée T : TM — T*M de L, définie par T(v) € ;M

d
et T(v)-w = (Lpm)(v)-w= $|L(v +sw) =T,L-®(v,w) pour tous
5=0

pEMetv,weT,M, soit un difffomorphisme local.
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Connexions lagrangiennes

Soit L : TM — R un lagrangien régulier, c'est-a-dire une fonction lisse
telle que la dérivée fibrée T : TM — T*M de L, définie par T(v) € ;M

d
et T(v)-w = (Lpm)(v)-w= £|L(V +sw) =T,L-®(v,w) pour tous
5=0

pEMetv,weT,M, soit un difffomorphisme local.

o En désignant par w la forme symplectique canonique sur T*M, ceci en-
traine que le pullback w; = T*(w) est une forme symplectique sur TM.
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Connexions lagrangiennes

Soit L : TM — R un lagrangien régulier, c'est-a-dire une fonction lisse
telle que la dérivée fibrée T : TM — T*M de L, définie par T(v) € ;M

d
et T(v)-w = (Lpm)(v)-w= £|L(V +sw) =T,L-®(v,w) pour tous
5=0

pEMetv,weT,M, soit un difffomorphisme local.

o En désignant par w la forme symplectique canonique sur T*M, ceci en-
traine que le pullback w; = T*(w) est une forme symplectique sur TM.

@ D’autre part, on considére les fonctions action A = V-L :TM — R
(A(v) = Z(v)-v pour tout v € TM) et énergie E = A— L associées a L.
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Connexions lagrangiennes

@ Soit Xg le gradient symplectique de I'énergie E pour wy, c'est-a-dire
le champ de vecteurs sur TM défini par w;(Xg, ) = dE(:) .
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Connexions lagrangiennes

@ Soit Xg le gradient symplectique de I'énergie E pour wy, c'est-a-dire
le champ de vecteurs sur TM défini par w;(Xg, ) = dE(:) .

o Etant donné une carte (U, ) sur M et une courbe o : | — U
de classe C2, la courbe & : /| — TU est une courbe intégrale de Xg
si, et seulement si, la courbe ¢ = poo de [ dans p(U) C R" vérifie
droc 5 oL .
E[a_y,-(c’ c)} = a_x,-(c’ c)
pour tout i € [1, n] (équations d’Euler & Lagrange), ou on a écrit
To= (X1, -sXn,Y1,---,¥n) €t posé L = L|TUo(T<p)_1.
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Connexions lagrangiennes

@ Soit Xg le gradient symplectique de I'énergie E pour wy, c'est-a-dire
le champ de vecteurs sur TM défini par w;(Xg, ) = dE(:) .

o Etant donné une carte (U, ) sur M et une courbe o : | — U
de classe C2, la courbe & : /| — TU est une courbe intégrale de Xg
si, et seulement si, la courbe ¢ = poo de [ dans p(U) C R" vérifie
droc 5 oL .
E[a_y,-(c’ c)} = a_x,-(c’ c)
pour tout i € [1, n] (équations d’Euler & Lagrange), ou on a écrit
To= (X1, -sXn,Y1,---,¥n) €t posé L = L|TUo(T<p)_1.

Proposition
Le champ de vecteurs Xg sur TM est un semi-spray sur M.
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Connexions lagrangiennes

@ Soit Xg le gradient symplectique de I'énergie E pour wy, c'est-a-dire
le champ de vecteurs sur TM défini par w;(Xg, ) = dE(:) .

o Etant donné une carte (U, ) sur M et une courbe o : | — U
de classe C2, la courbe & : /| — TU est une courbe intégrale de Xg
si, et seulement si, la courbe ¢ = poo de [ dans p(U) C R" vérifie
droc 5 oL .
E[a_y,-(c’ c)} = a_x,-(c’ c)
pour tout i € [1, n] (équations d’Euler & Lagrange), ou on a écrit
To= (X1, -sXn,Y1,---,¥n) €t posé L = L|TUo(T<p)_1.

Proposition
Le champ de vecteurs Xg sur TM est un semi-spray sur M.

Définition

La connexion associée a Xg s'appelle la connexion lagrangienne de L.
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