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Cadre de la présentation

» Formulation lagrangienne
» Approcher les solutions numériquement

» Préserver numériquement les propriétés physiques des systemes
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Exemple : pendule simple

Equation d'Euler-Lagrange Méthode d'Euler explicite
g+ & sin(0) =0 Oks1 = Ok + hoy

/ ék+1 = ék + hsin 6y
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Méthodes variationnelles

Contexte
P> @ espace de configuration
> Lagrangien L:TQ—R
> Action A(q fo (q(t), q(t))dt
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Méthodes variationnelles

Contexte
P> @ espace de configuration
> Lagrangien L:TQ—R
> Action A(q fo (q(t), q(t))dt

Principe de la méthode
» Définir .
k+1
La(@e ahen) ~ ext [ L.t de
t

q:[teo tir1]—=Q
q(ti)=ak, a(tk+1)=0k+1

» Principe de Hamilton appliqué a A4(qq) = 2211_01 La(qk, Gk+1)

> Equations d’'Euler-Lagrange discretes

D1Lg(qk; qr+1) + D2Lg(qr—1,qk) =0
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Lagrangien discret
. 1. Ok+1 — 6
L(6,6) = 592 + %cos@ - La(0x, 0x41) = hL (ak, %)

Méthode d'Euler symplectique

Ok41 — 20, + 0,1

2 +sin(0k) =0
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Equations d'Euler-Lagrange discretes

DaLg(qk—1,9x) + D1La(ax, k1) =0

tit1
ol La(ahs Ghs1) ~ ext [ L. ate) de
q:[tic, ty1] =@ ty
q(tk)=ak, q(tk+1)=0qk+1

Comment construire un intégrateur variationnel 7

Pierre CARRE Equipe S3AM, IRCAM



Construction des intégrateurs variationnels
00000000
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DaLg(qk—1,9x) + D1La(ax, k1) =0

tit1
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Comment construire un intégrateur variationnel 7
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Construction des intégrateurs variationnels
00000000

Equations d'Euler-Lagrange discretes

DaLg(qk—1,9x) + D1La(ax, k1) =0

tit1
ol La(ahs Ghs1) ~ ext [ L. ate) de
q:[tic, ty1] =@ ty
q(tk)=ak, q(tk+1)=0qk+1

Comment construire un intégrateur variationnel 7

P approximation de |'espace des solutions
> quadrature de I'intégrale [ L(q, q)dt
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Exemple simple : Midpoint

Approximation de |'espace des solutions

_ 9k+1 — Gk
qdl[tkafk+1[ (t) = a+(t = tk)T

. _ 9k+1 — Gk
[ 1y (D) = T
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Construction des intégrateurs variationnels
0@000000

Exemple simple : Midpoint

Approximation de |'espace des solutions

_ 9k+1 — Gk
qdl[tkatk+1[ (t) =ax+(t- tk)T

. Ak+1 — qk
Gl el () = 7

‘ to tr te ty

Quadrature de I'intégrale ftik” L(q, q)dt

L(q(t),4(t))
La(a(te), a(ter1)) = hL (alte, 1), 4t 1))

to bkt in t
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Exemple simple : Midpoint

Définition du Lagrangien discret

9k + Qk+1 Gk+1 — Gk
Ld(qk,qkﬂ):hL( H, )

2 h

Equation d’'Euler-Lagrange

hoL (aqrk+ Qi1 Gk —ak\ 9L Qi+ Qi1 Qe — ak
2 dq 2 ’ h a4 2 ’ h
hoL (QkflJFQk Qk*Qk—l) oL (Qk71+‘7k Qk*qu):O

2 g 2 h +677 2 h
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Exemple simple : Midpoint

Remarques

» Méthodes (souvent) implicites :

Exemple : méthode Midpoint pour L(q, §) = %mif — U(q)

h — h — Qk—
(EL) v Qe Fqh1) _ Qi1 =Gk _h (Gt Gen oIk Gkt
2 2 h 2 2 h

» Ordre limité
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Construction des intégrateurs variationnels
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Exemple : intégrateur de Galerkin

Trajectoire interpolée par polyndmes de Lagrange

> ¢, :[0,1] — R polynéme de Lagrange de degré s
> qa(t:{g"}) = 2200 9" u(t/h)

aoh=0 aih aszh as_oh  as_1h ash=h
|
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Exemple : intégrateur de Galerkin

Quadrature de I'intégrale d’action

r
i=1

> [ L(g,g)dt ~ h Yy wil(q(hc;), d(hc))

> Coefficients (c;, w;)
Définition du lagrangien discret
Définition implicite (s — 1 équations)

.
La(qx, qrt1) = et hy wil(qa(heii{g"}), da(heii {a"}))
{a"};1€@ o
®=ax, ¢*=aks1
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Exemple : intégrateur de Galerkin

Intégrateur variationnel de Galerkin

> Résoudre pour {g"}5_,
oL -
(EL) hZ w; ((j)() i) (C,h k) + ¢0(Cl)a(-7(qh; CIk))

Y w (61t (i) + n() 5 (cihi1) ) =0

i=1

Vv € 1,5 —1], th, (qbu (<) (c,h fa"H+ < ¢>u(cl)8L

aq(c,-h:{q“})) -

> Update gxy1 = ¢°
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Exemple : intégrateur de Galerkin

Intégrateur variationnel de Galerkin

> Résoudre pour {g"}5_,
oL -
(EL) hZ w; ((j)() i) (C,h k) + ¢0(Cl)a(-7(qh; Qk))

Y w (61t (i) + n() 5 (cihi1) ) =0

i=1

Vv € 1,5 —1], th, (qbu (<) (c,h fa"H+ < ¢>u(cl)gg

(ahid))) =0
> Update gxy1 = ¢°
— Ordre arbitraire

— Systeme implicite de s équations a s inconnues (x dim(Q))
— Complexe a implémenter
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Intégrateurs variationnels et groupes de Lie

Contexte
> Q= G groupede Lie, L: G xg—R

» Objectif : conserver la structure de G numériquement
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Construction des intégrateurs variationnels
0000000e

Intégrateurs variationnels et groupes de Lie

Contexte
> Q= G groupede Lie, L: G xg—R

» Objectif : conserver la structure de G numériquement

Principe
» Difféomorphisme local 7: g — G
> Ecrire qiy1 = qur(hé), £ € g

» Construire
trt1

La(aus &) ~ ext L(a(t), TLo-1d(2)) ot
G:[tiste1] > Q ty
a(tk)=ak, a(ti+1)=ak(h&x)

» Résoudre Euler-Lagrange pour & et déduire qxy1

Pierre CARRE Equipe S3AM, IRCAM



Implémentation
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Méthodes variationnelles :
> Conservation des invariants
Préservation des structures
Compliquées a implémenter
Nécessitent la résolution de systemes implicites

Mais formulation variationnelle unifiée
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Utilisateur

Modele
physique

Implémentation
lagrangien

Choix méthode

Librairie
Trilinos: :NOX

Solution
numérique

Résolution
systéme implicite

Langage C++
» Modularité (orienté objet)
> Factorisation du code

» Classes templates
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O®000000

Modele
physique

Librairie
Trilinos: :NOX

Solution
numérique

Implémentation
lagrangien
S Intégrateur Résolution
numérique systéme implicite
Choix méthode

Langage C++ Données a implémenter
» Modularité (orienté objet) » Espace de configuration
» Factorisation du code » Dérivées partielles 9L/Dq et L/0q
» Classes templates » Dérivées d'ordre 2 (résolution systémes
implicites)
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Exemple : solide indéformable

Modele continu
> Solide représenté par un élément R € SO(3)
> Vitesse angulaire w = TLp_1R € 50(3)
> Lagrangien réduit L(w) = % (Tw, w)

Equation d'Euler-Poincaré

m+ or =0, m=lw
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[e]o]e] lelelele)

Exemple : solide indéformable

Modele discret

> Approximation de trajectoire qq|t, 4,1 (t) = qi cay ((t — tx)wy) ol
cay : 50(3) = SO(3), cay(w) = (I —&/2)7 (I +©/2)
» Quadrature d'intégrale par méthode des rectangles

v

Lagrangien discret Ly(wy) = hL(wg)

» Résoudre pour wy

—1\* _1 *
(dcathk) Twy, = Ad;y(hwk_l) (dcathkil) Twy_1

> Effectuer gx+1 = gk cay(wk)
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Exemple : solide indéformable

Modele discret

> Approximation de trajectoire qq|t, 4,1 (t) = qi cay ((t — tx)wy) ol
cay : 50(3) = SO(3), cay(w) = (I —&/2)7 (I +©/2)

» Quadrature d'intégrale par méthode des rectangles

» Lagrangien discret Lg(wy) = hL(wy)

» Résoudre pour wy

—1\* _1 *
(dcathk) Twy, = Ad;y(hwk_l) (dcathkil) Twy_1

> Effectuer gx+1 = gk cay(wk)

Implémentation du modele
» Implémentation de SO(3), s0(3)

2
> Implémentation de gi =lw et % =1

» Choix de la méthode numérique
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Exemple : solide indéformable

#include "Geomi/Common"
#include "Geomi/Variational"

typedef double M;

typedef S03::Group<double> Group;
typedef S03::Algebra<double> Algebra;
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Exemple : solide indéformable

#include "Geomi/Common"
#include "Geomi/Variational"

typedef double M;

typedef S03::Group<double> Group;
typedef S03::Algebra<double> Algebra;

class RigidBody : public Variational::Abstract::LieProblem<M,Group,Algebra>

{

private:
Eigen: :Matrix<double,3,3> m_Inertia;

public:
Eigen: :Matrix<double,3,1> dLdv (const Algebra g)
{ return this->m_Inertia*g.toVector(); }
Eigen: :Matrix<double,3,3> JvdLdv (const Algebra)
{ return this->m_Inertia; }
VAT 74

};
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Exemple : solide indéformable

int main (int argc, char* argv[])
{

RigidBody myProblem;

/* ... initialisations ... */
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Exemple : solide indéformable

int main (int argc, char* argv[])
{

RigidBody myProblem;

/* ... initialisations ... */

Variational::Abstract::Integrator* integrator;
Variational: :NaturalChartStep<M,Group,Algebra>* step =
new Variational::NaturalChartStep<M,Group,Algebra>(myProblem) ;
integrator =
new Variational::Integrator
<M, Group,
Variational::NaturalChartStepInternals<M,Group,Algebra>,
Variational::Abstract: :LieProblem<M,Group,Algebra>,
Algebra>(myProblem, *step);
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[e]o]e]e]e] lele)

Exemple : solide indéformable

int main (int argc, char* argv[])
{

RigidBody myProblem;

/* ... initialisations ... */

Variational::Abstract::Integrator* integrator;
Variational: :NaturalChartStep<M,Group,Algebra>* step =
new Variational::NaturalChartStep<M,Group,Algebra>(myProblem) ;
integrator =
new Variational::Integrator
<M, Group,
Variational::NaturalChartStepInternals<M,Group,Algebra>,
Variational::Abstract: :LieProblem<M,Group,Algebra>,
Algebra>(myProblem, *step);

integrator->initialize();

integrator->integrate();
/* myProblem contient maintenant la solution */
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Exemple : solide indéformable

int main (int argc, char* argv[])
{

RigidBody myProblem;

/* ... initialisations ... */

Variational::Abstract::Integrator* integrator;
Variational: :NaturalChartStep<M,Group,Algebra>* step =
new Variational::NaturalChartStep<M,Group,Algebra>(myProblem) ;
integrator =
new Variational::Integrator
<M, Group,
Variational::NaturalChartStepInternals<M,Group,Algebra>,
Variational::Abstract: :LieProblem<M,Group,Algebra>,
Algebra>(myProblem, *step);

integrator->initialize();
integrator->integrate();
/* myProblem contient maintenant la solution */

/* ... exploitation des resultats ... */
return O;

}
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Exemple : solide indéformable

Librairie Geomi

Modele
physique

Librairie
Trilinos::NOX

Intégrateur Résolution
numérique systeme implicite

Implémentation
lagrangien

Choix méthode

Solution
numérique
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Merci de votre attention

carre@ircam.fr

Github : rdudisk/GeometricIntegration
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