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Équipe S3AM, IRCAM

GDR, 4-6 novembre 2020
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Cadre de la présentation

I Formulation lagrangienne

I Approcher les solutions numériquement

I Préserver numériquement les propriétés physiques des systèmes
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Lagrangien L
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Exemple : pendule simple

Équation d’Euler-Lagrange

θ̈ +
g

l
sin(θ) = 0

Méthode d’Euler explicite

θk+1 = θk + hθ̇k

θ̇k+1 = θ̇k + h sin θk
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Pierre CARRÉ Équipe S3AM, IRCAM
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Méthodes variationnelles

Contexte
I Q espace de configuration

I Lagrangien L : TQ → R
I Action A(q) =

∫ T
0 L(q(t), q̇(t))dt

Principe de la méthode

I Définir

Ld (qk , qk+1) ≈ ext
q:[tk ,tk+1]→Q

q(tk )=qk , q(tk+1)=qk+1

∫ tk+1

tk

L (q(t), q̇(t)) dt

I Principe de Hamilton appliqué à Ad (qd ) =
∑N−1

k=0 Ld (qk , qk+1)

I Équations d’Euler-Lagrange discrètes

D1Ld (qk , qk+1) + D2Ld (qk−1, qk ) = 0
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Lagrangien discret

L(θ, θ̇) =
1

2
θ̇2 +

g

l
cos θ → Ld (θk , θk+1) = hL

(
θk ,

θk+1 − θk
h

)

Méthode d’Euler symplectique

θk+1 − 2θk + θk−1

h2
+ sin(θk ) = 0
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Lagrangien L Lagrangien Ld

Équations d’Euler-Lagrange Équations d’Euler Lagrange

Solution analytique Solution numérique

δ
∫
L = 0 δΣLd = 0

invariants ?

invariants
conservés
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Équations d’Euler-Lagrange discrètes

D2Ld (qk−1, qk ) + D1Ld (qk , qk+1) = 0

où Ld (qk , qk+1) ≈ ext
q:[tk ,tk+1]→Q

q(tk )=qk , q(tk+1)=qk+1

∫ tk+1

tk

L (q(t), q̇(t)) dt

Comment construire un intégrateur variationnel ?

I approximation de l’espace des solutions

I quadrature de l’intégrale
∫
L(q, q̇)dt
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où Ld (qk , qk+1) ≈ ext
q:[tk ,tk+1]→Q

q(tk )=qk , q(tk+1)=qk+1

∫ tk+1

tk

L (q(t), q̇(t)) dt

Comment construire un intégrateur variationnel ?
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Exemple simple : Midpoint

Approximation de l’espace des solutions

t

Q

t0 tk tk+1 tN

q0

qk
qk+1

qN
qd |[tk ,tk+1[ (t) = qk + (t − tk )

qk+1 − qk

h

q̇d |[tk ,tk+1[ (t) =
qk+1 − qk

h

Quadrature de l’intégrale
∫ tk+1

tk
L(q, q̇)dt

t

R

t0 tk tk+1 tN

L(q(t), q̇(t))

Ld (q(tk ), q(tk+1)) = hL
(
q(tk+ 1

2
), q̇(tk+ 1

2
)
)
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Exemple simple : Midpoint

Définition du Lagrangien discret

Ld (qk , qk+1) = hL

(
qk + qk+1

2
,
qk+1 − qk

h

)

Équation d’Euler-Lagrange

h

2

∂L

∂q

(
qk + qk+1

2
,
qk+1 − qk

h

)
−
∂L

∂q̇

(
qk + qk+1

2
,
qk+1 − qk

h

)
+

h

2

∂L

∂q

(
qk−1 + qk

2
,
qk − qk−1

h

)
+
∂L

∂q̇

(
qk−1 + qk

2
,
qk − qk−1

h

)
= 0
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Exemple simple : Midpoint

Remarques

I Méthodes (souvent) implicites :

Exemple : méthode Midpoint pour L(q, q̇) = 1
2
mq̇2 − U(q)

(EL)
h

2
U′
(
qk + qk+1

2

)
−m

qk+1 − qk

h
=

h

2
U′
(
qk + qk+1

2

)
+ m

qk − qk−1

h

I Ordre limité
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Exemple : intégrateur de Galerkin

Trajectoire interpolée par polynômes de Lagrange

I φν : [0, 1]→ R polynôme de Lagrange de degré s

I qd (t; {qν}) =
∑s
ν=0 q

νφν(t/h)

tt0 t1 tk tk+1 tN−1 tN

Q
q0

q1 qk
qk+1 qN−1

qN

tk

α0h=0

tk+1

αsh=hα1h α2h αs−2h αs−1h

. . .

qk=q
0 q1

q2

qs−1

qs−1

qs=qk+1
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Exemple : intégrateur de Galerkin

Quadrature de l’intégrale d’action

I Coefficients (ci ,wi )
r
i=1

I
∫ h

0 L(q, q̇)dt ≈ h
∑r

i=1 wiL(q(hci ), q̇(hci ))

Définition du lagrangien discret
Définition implicite (s − 1 équations)

Ld (qk , qk+1) = ext
{qν}s−1

ν=1∈Q
q0=qk , q

s=qk+1

h
r∑

i=1

wiL (qd (hci ; {qν}), q̇d (hci ; {qν}))
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Exemple : intégrateur de Galerkin

Intégrateur variationnel de Galerkin

I Résoudre pour {qν}sν=1

(EL) h
r∑

i=1

wi

(
φ0(ci )

∂L

∂q
(cih; q̃k ) +

1

h
φ̇0(ci )

∂L

∂q̇
(cih; q̃k )

)

+ h
r∑

i=1

wi

(
φs(ci )

∂L

∂q
(cih; q̃k−1) +

1

h
φ̇s(ci )

∂L

∂q̇
(cih; q̃k−1)

)
= 0

∀ν ∈ [1, s − 1], h
r∑

i=1

wi

(
φν(ci )

∂L

∂q
(cih; {qµ}) +

1

h
φ̇ν(ci )

∂L

∂q̇
(cih; {qµ})

)
= 0

I Update qk+1 = qs

→ Ordre arbitraire
→ Système implicite de s équations à s inconnues (× dim(Q))
→ Complexe à implémenter
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Intégrateurs variationnels et groupes de Lie

Contexte
I Q = G groupe de Lie, L : G × g→ R
I Objectif : conserver la structure de G numériquement

Principe

I Difféomorphisme local τ : g→ G

I Écrire qk+1 = qkτ(hξk ), ξ ∈ g

I Construire

Ld (qk , ξk ) ≈ ext
q:[tk ,tk+1]→Q

q(tk )=qk , q(tk+1)=qkτ(hξk )

∫ tk+1

tk

L
(
q(t),TLq−1 q̇(t)

)
dt

I Résoudre Euler-Lagrange pour ξk et déduire qk+1
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Méthodes variationnelles :
I Conservation des invariants

I Préservation des structures

I Compliquées à implémenter

I Nécessitent la résolution de systèmes implicites

I Mais formulation variationnelle unifiée
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Utilisateur Librairie Geomi

Modèle
physique

Implémentation
lagrangien

Choix méthode

Intégrateur
numérique

Résolution
système implicite

Librairie
Trilinos::NOX

Solution
numérique

Langage C++

I Modularité (orienté objet)

I Factorisation du code

I Classes templates

Données à implémenter

I Espace de configuration

I Dérivées partielles ∂L/∂q et ∂L/∂q̇

I Dérivées d’ordre 2 (résolution systèmes
implicites)
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I Dérivées partielles ∂L/∂q et ∂L/∂q̇
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Exemple : solide indéformable

Modèle continu
I Solide représenté par un élément R ∈ SO(3)

I Vitesse angulaire ω = TLR−1 Ṙ ∈ so(3)

I Lagrangien réduit L(ω) = 1
2
〈Iω, ω〉

Équation d’Euler-Poincaré

π̇ + ω̂π = 0, π = Iω
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Exemple : solide indéformable

Modèle discret
I Approximation de trajectoire qd |tk ,tk+1 (t) = qk cay ((t − tk )ωk ) où

cay : so(3)→ SO(3), cay(ω) = (I − ω̂/2)−1(I + ω̂/2)

I Quadrature d’intégrale par méthode des rectangles

I Lagrangien discret Ld (ωk ) = hL(ωk )

I Résoudre pour ωk(
d cay−1

hωk

)∗
Iωk = Ad∗cay(hωk−1)

(
d cay−1

hωk−1

)∗
Iωk−1

I Effectuer qk+1 = qk cay(ωk )

Implémentation du modèle

I Implémentation de SO(3), so(3)

I Implémentation de ∂L
∂ω

= Iω et ∂2L
∂ω2 = I

I Choix de la méthode numérique
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Implémentation du modèle
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Exemple : solide indéformable

#include "Geomi/Common"

#include "Geomi/Variational"

typedef double M;

typedef SO3::Group<double> Group;

typedef SO3::Algebra<double> Algebra;

class RigidBody : public Variational::Abstract::LieProblem<M,Group,Algebra>

{

private:

Eigen::Matrix<double,3,3> m_Inertia;

public:

Eigen::Matrix<double,3,1> dLdv (const Algebra g)

{ return this->m_Inertia*g.toVector(); }

Eigen::Matrix<double,3,3> JvdLdv (const Algebra)

{ return this->m_Inertia; }

/*...*/

};
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Exemple : solide indéformable

int main (int argc, char* argv[])

{

RigidBody myProblem;

/* ... initialisations ... */

Variational::Abstract::Integrator* integrator;

Variational::NaturalChartStep<M,Group,Algebra>* step =

new Variational::NaturalChartStep<M,Group,Algebra>(myProblem);

integrator =

new Variational::Integrator

<M,Group,

Variational::NaturalChartStepInternals<M,Group,Algebra>,

Variational::Abstract::LieProblem<M,Group,Algebra>,

Algebra>(myProblem, *step);

integrator->initialize();

integrator->integrate();

/* myProblem contient maintenant la solution */

/* ... exploitation des resultats ... */

return 0;

}
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Exemple : solide indéformable

int main (int argc, char* argv[])

{

RigidBody myProblem;

/* ... initialisations ... */

Variational::Abstract::Integrator* integrator;

Variational::NaturalChartStep<M,Group,Algebra>* step =

new Variational::NaturalChartStep<M,Group,Algebra>(myProblem);

integrator =

new Variational::Integrator

<M,Group,

Variational::NaturalChartStepInternals<M,Group,Algebra>,

Variational::Abstract::LieProblem<M,Group,Algebra>,

Algebra>(myProblem, *step);

integrator->initialize();

integrator->integrate();

/* myProblem contient maintenant la solution */

/* ... exploitation des resultats ... */

return 0;

}
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Exemple : solide indéformable

Utilisateur Librairie Geomi

Modèle
physique

Implémentation
lagrangien

Choix méthode

Intégrateur
numérique

Résolution
système implicite

Librairie
Trilinos::NOX

Solution
numérique

π1

π2

π3
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Merci de votre attention

carre@ircam.fr

Github : rdudisk/GeometricIntegration
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