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Contexte physique

Phénomenes principaux

0 champ H = aimantation m (densité de moments);

0 aimantation m = magnétostriction e

TAURINES Julien GDR-GDM 4/20



Contexte physique

Phénomenes principaux

0 champ H = aimantation m (densité de moments);

0 aimantation m = magnétostriction e*

Echelles de modélisation

0 échelle macroscopique : comportement isotrope, isotrope
transverse

0O échelle locale : contrainte et aimantation homogénes au sein
d'un domaine magnétique (P-E Weiss 1906)

TAURINES Julien GDR-GDM 4/20



Contexte physique

Phénomenes principaux

0 champ H = aimantation m (densité de moments);

0 aimantation m = magnétostriction e*

" Fchelles de modélisation
e 0 échelle macroscopique : comportement isotrope, isotrope
transverse

0O échelle locale : contrainte et aimantation homogénes au sein
d'un domaine magnétique (P-E Weiss 1906)

v

' /4/ [Echelle du domaine : loi de comportement cubique (P.Curie 1894)]
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Loi de comportement

Densité d'énergie libre de Gibbs

V(m,o) = V(o) + V" (m,o) + V¥ (m)
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Densité d'énergie libre de Gibbs
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Observations expérimentales sur Fe-3%Si GO
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Observations expérimentales sur Fe-3%Si GO
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Observations

0 comportement magnétique non-monotone

0 changement de signe de la déformation
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Couplage magnéto-élastique : approche tensorielle

Faire intervenir la contrainte (morphic effect Mason 1951)

V9 (m,o)=—0:€: (M®@m)
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Couplage magnéto-élastique : approche tensorielle

Faire intervenir la contrainte (morphic effect Mason 1951)

W (m,0) = —0 1 € (m®m)—%a: (0:E:(m@m))

O tenseur ordre 6

Problemes

0 calculs treés lourds hors du cadre isotrope

0 compliqué de déterminer le nombre de coefficients "matériau"

Autre possibilité

O utiliser une base d'intégrité minimale de (m, o). En isotropie :

|m?||,tro,tra’? tra’3,m-a'm,m-o'’>m

O utiliser une écriture polynomiale (Smith et al. 1963)
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L Algebre des invariants

Q (m,o) e V avec V = R3® S?(R3)
O les fonctions polynomiales ¢)(m, o) définissent I'algébre R[V/]

0 R[V]C est 'algébre des polyndmes G-invariants, de type fini
(Hilbert 1893)
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Algebre des invariants

Q (m,o) e V avec V = R3® S?(R3)
O les fonctions polynomiales ¢)(m, o) définissent I'algébre R[V/]

0 R[V]C est 'algébre des polyndmes G-invariants, de type fini
(Hilbert 1893)

Algebre des polynomes G invariants
0 R[V]® = {PeR[V],P(gxv) = P(v), VYveV, VYge G}

Algébre de type finie : base d'intégrité minimale
2 3 (h,..,l,) minimale, ne N* tq V1 € R[V]®, v = P(I, .., I)
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Bornes théoriques

Borne de Noether
0 deg(lk) < |G| (Noether 1916)
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Bornes théoriques

Borne de Noether
0 deg(lk) < |G| (Noether 1916)

Application au groupe du cube O
0 24 rotations (sous-groupe O™)
0 24 isométries qui inversent |'orientation
O |0f| =24

Corolaire d'un résultat de Schmid 1991
0 Pour le groupe O on obtient deg(/x) < 12
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Dimension des espaces homogenes

a R[V]gﬂ polynémes de degré a en m et 3 en 0.
0 Série de Hilbert pour I’algébre des invariants :

He(zm, z5) Z ans Zm avec a,p = dim(R[V]gﬁ)
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Dimension des espaces homogenes

a R[V]gﬁ polynémes de degré a en m et 3 en 0.
0 Série de Hilbert pour I'algébre des invariants :

He(zm, z5) Z ans Zm avec a,3 = dim(R[V]gB)

Intérét principal

0 connaissance du nombre d’invariants linéairement
indépendants pour un bi-degré donné

0 peut étre toujours calculée a priori (Molien 1897)

Exemple : développement jusqu'au bi-degré (2,1)

He(zm, z0) = 1 + 120,22 + 12220 + 372 22
0 1 invariant de bi-degré (0,1) : tr(o)
2 1 invariant de bi-degré (2,0) : |m|?

0 3 invariants de bi-degré (2,1) : tr(o)|m|?+ 2 autres a
déterminer
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Construction des invariants

Décomposition en représentations irréductibles pour G = O

- 1
oc=0%+09+ §(tra)1

ad=Pg):a, o =P(%):a

. 1 .,
P%Z=§26U®e,‘j, e;j:=e;®ej+ej®e,-(/7éj),

i<j
P :=1—Pg,
Dans la base canonique du cube :
oj; O 0 B 0 o120 013
O'd = 0 Géz 0 s O'd = g12 0 023
0 0 ol o13 023 O
GDR-GDM 11/20
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Construction des invariants

Equivariance

0O Application équivariante p : V — W linéaire, avec G qui
agit sur Vet W :

plgxv) =g*p(v), VeV, VgeG
0 2 opérations de ce type : la contraction et le produit vectoriel

généralisé

4

Produit vectoriel généralisé

St x 8% = —(S'-£-8?)° e SPHITI(RY)

avec le tenseur de Levi-Civita g = det(ej, e;, ex)
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Résultats

Bases minimales

0 60 invariants pour O

0 30 invariants pour @. On peut avoir une base pour O sans
produit vectoriel généralisé.
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Résultats

Bases minimales

0 60 invariants pour O

0O 30 invariants pour @. On peut avoir une base pour O sans
produit vectoriel généralisé.

v
Quelques invariants purement élastiques

tro, 09 : 09, tr(a?3), o :ad, (032)‘9 : (032)‘7

v
Invariants purement magnétiques

|m[? , (m®m)? : (m®m)?,tr (m®m)?3)
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Résultats

Bases minimales
0 60 invariants pour O

0O 30 invariants pour @. On peut avoir une base pour O sans
produit vectoriel généralisé.

| A

Quelques invariants purement élastiques

tro, 09 : 09, tr(a?3), o :ad, (082)5’ : (032)‘7

Invariants purement magnétiques
Im2, (m®@m)?: (m®m)?tr (m®m)?3)

Quelques invariants couplés

(m@m)a .09, (m®@m)?:o¢ (m®m)a : ((adz)aaa)

7

7
44
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~ Formulation d'une loi de comportement
magnéto-élastique

e Formulation d'une loi de comportement magnéto-élastique
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Loi de comportement d’élasticité

Densité d’'énergie (degré 2 en contrainte)

We(O') = (020 O‘d : O'd + Coo2 O'd : O'd =+ C010,010 (tl'0')2
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Loi de comportement d'élasticité

v

Déformation élastique

oVe(o =
= —% = —2C0200'd — 2Coo20‘d — 2C010’010 tr(a)l

e
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Loi de comportement d'élasticité

Densité d’'énergie (degré 2 en contrainte)

Ve(o) = <o 0?: 0%+ coppo? 0 + €010,010 (tra)2

v

Déformation élastique

oVe(o =
= —% = —2C0200'd — 2C0020‘d — 2C010’010 tr(a)l

ee

Identification des coefficients

1 1 1 _ 1+
C020 = — 52, Coo2 = —7 M et C010,010 = — 75k = — o=
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¢ Loi de magnéto-élasticité

VH (m, o) = V7 (m,o) + V57 (m, o)

Ecriture tensorielle
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Loi de magnéto-élasticité

VH (m, o) = V7 (m,o) + V57 (m, o)

Ecriture tensorielle

Vh(m,0) = —0 : £ (m®m)—%a: (0:E: (m@m))

Ecriture polynomiale

Vi (m,o) = (Czlo(m ®m)? + co1(m® M)F + 200,010 Hm||21) ‘o

V47 (m, o) =co(m@m)? : 6% + o (m® m)g : (agad)

+ [Céaoz(m@m)d + Cé)oz(m@)m)g] .o’

+ tro [6210,010 (m® m)d cod + 201,010 (M ® m)d : aq

+ Hm||2 [C200,02o o’ : o + 200,002 o’ : o + €200,010,010 (tro')z]

TAURINES Julien GDR-GDM 16 /20



Et pour les ordres supérieurs ?

” Tlol1] 2] 3| 4 5 6 7 8 9 10
0 1] 1] 3 [ 6| 11 | 18 | 32 | 48 | 75 | 111 | 160
2 02| 6 | 14| 31 | 60 | 106 | 180 | 288 | 442 | 659
4 13|10 | 24| 53 | 102 | 185 | 312 | 504 | 777 | 1161
6 1| 4|13 | 34 | 73 | 144 | 262 | 444 | 717 | 1112 | 1660
8 1|5 |17 | 42| 95 | 186 | 378 | 576 | 933 | 1443 | 2162
10 1|6 | 20 | 52 | 115 | 228 | 375 | 708 | 1146 | 1748 | 2661

TABLE — Nombre de coefficients "matériau" pour différents ordres
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Et pour les ordres supérieurs ?

” Tlol1] 2] 3| 4 5 6 7 8 9 10
0 1] 1] 3 [ 6| 11 | 18 | 32 | 48 | 75 | 111 | 160
2 02| 6 | 14| 31 | 60 | 106 | 180 | 288 | 442 | 659
4 13|10 | 24| 53 | 102 | 185 | 312 | 504 | 777 | 1161
6 1| 4|13 | 34 | 73 | 144 | 262 | 444 | 717 | 1112 | 1660
8 1|5 |17 | 42| 95 | 186 | 378 | 576 | 933 | 1443 | 2162
10 1|6 | 20 | 52 | 115 | 228 | 375 | 708 | 1146 | 1748 | 2661

TABLE — Nombre de coefficients "matériau" pour différents ordres

Lien avec la littérature

3 coefficients : u, p*, K
2 coefficients : A\1gp et A\111
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Et pour les ordres supérieurs ?

” Tlol1] 2] 3| 4 5 6 7 8 9 10
0 1] 1] 3 [ 6| 11 | 18 | 32 | 48 | 75 | 111 | 160
2 02| 6 | 14| 31 | 60 | 106 | 180 | 288 | 442 | 659
4 13|10 | 24| 53 | 102 | 185 | 312 | 504 | 777 | 1161
6 1| 4|13 | 34 | 73 | 144 | 262 | 444 | 717 | 1112 | 1660
8 1|5 |17 | 42| 95 | 186 | 378 | 576 | 933 | 1443 | 2162
10 1|6 | 20 | 52 | 115 | 228 | 375 | 708 | 1146 | 1748 | 2661

TABLE — Nombre de coefficients "matériau" pour différents ordres

Lien avec la littérature

3 coefficients : u, p*, K

2 coefficients : A\1gp et A\111

6 coefficients : "the Morphic effect involves 6 measurable material
constants" Mason 1951
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Simplification pour des sollicitations planes

Base minimale avant simplification

0 60 invariants pour O

0 30 invariants pour O

n;

[010]
VRS

n2
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Simplification pour des sollicitations planes

Base minimale avant simplification

0 60 invariants pour O
0 30 invariants pour O

[001] s
4 m |/
n;
g g [010]
s DN
ny

[100]

o et m plans
0 n; =< 100 > : il ne reste que 6 invariants pour Q@ et O
0 ny =< 110 > : il ne reste que 15 invariants pour O et O

0 n3 =< 111 > : il ne reste que 8 invariants pour O et 18 pour
o+
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Conclusion et perspectives

Résultats

0O Détermination de la base minimale d'intégrité de 60
invariants pour Q" et 30 pour @ susceptibles d'intervenir
dans la formulation d'une densité d'énergie libre de Gibbs
(écriture intrinseque)

0 Détermination du nombre de coefficients "matériau" pour une
loi de degré fixé

0 Réduction du nombre d'invariants pour des restrictions a des
états de contraintes (et aimantations) planes
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Résultats

0O Détermination de la base minimale d'intégrité de 60
invariants pour Q" et 30 pour @ susceptibles d'intervenir
dans la formulation d'une densité d'énergie libre de Gibbs
(écriture intrinseque)

0 Détermination du nombre de coefficients "matériau" pour une
loi de degré fixé

0 Réduction du nombre d'invariants pour des restrictions a des
états de contraintes (et aimantations) planes

Perspectives
0 Prise en compte du champ électrique a I'aide du formalisme
de la relativité restreinte pour formuler un tenseur de
contraintes électromagnétiques

0 Modélisation d'une coque/plaque magnéto-élastique
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Merci de votre attention.
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