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Contexte

v

Le fibré des repéres est un prototype de fibré principal qui est la structure de base des théories de jauges;

v

Exemple : L’électro-magnétisme [Weyl, 1918];

Les références [Bleecker, 1981; Cendra et al., 1987; Kobayashi and Nomizu, 1996; Hamilton, 2017] sont
difficiles a lire;

v

v

Ce sont les objets que je manipule pour ma thése et ils sont parfois évoqués dans le GDR;

v

Une introduction aux théories de jauges a été demandée a Boris.
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Fibrés des repéres et repéres mobiles
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Repéres mobiles [Car1935]
Repére ponctuel au point = d’une variété différentielle 777 de dimension d:

» Base non-orthonormale (v;) de I'espace tangent T..//! en x;

» Isomorphisme linéaire R, de R? dans T.,.771.

R4 m
Code couleur

Ry Ud » Red: points;
€2
/\ » Blue: vecteurs/matrices;
% » Purple: repéres.

€q
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References 424
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Repéres mobiles [Car1935]

Repére ponctuel au point = d’une variété différentielle /77 de dimension d:

» Base non-orthonormale (v;) de |'espace tangent T

en
» Isomorphisme linéaire R, de R? dans T

Définition :

Fibré des repéres R (111)

R(M) = U {R. est un repére ponctuel en = € ///}.
e
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Repéres mobiles 7 et trivialisation locales 7

Définition : Repére mobile 1 sur I/ C

s = RU)
— R:I:

Exemple : (9,:) est un repére mobile pour un systéme de coordonnées (") sur

References

5/24
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Repéres mobiles 7 et trivialisation locales 7

Définition : Repére mobile 1 sur I/ C

s = RU)
— R:I:

Exemple : (9,:) est un repére mobile pour un systéme de coordonnées (") sur
Définition : Trivialisation locale 7 sur R(171)

T RU) — x GLq(R)
IR — (z,G)

References

5/24
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Repéres mobiles 7 et trivialisation locales 7

Définition : Repére mobile 12 sur U/ C 171

R: U — RU
r = [Rts

Exemple : (9,:) est un repére mobile pour un systéme de coordonnées (x*) sur //.

Définition : Trivialisation locale 7 sur R (/71)

7 RU) — UxGLa(R)
Re +— (z,G)

References

5/24

[ G est la matrice des composantes de /7., dans les bases (e;) et (9,:).
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Fonctions de transitions
Soient R; : ll; — R(11) (i = 1,2) deux repéres mobiles. R ()7Z>
Définition : Fonction de transition g5 : /1 N Uz — GL4(R) R
La fonction de transition g1 de 71 vers 75 est : g\2 -
Ra(x) = Ri(x) o g12(x), “ m

ol R;(x) est un repére en = et g12(x) une matrice inversible. R
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Action (a droite) de GL;(R) sur le fibré des repéres R (771)

Définition
Le groupe GL4(R) agit sur R(7/1) a droite par composition :
(RzyA) = RaRy = RpoA = R,A, pour R, un repére et A € GLgq(R).

Propriétés
> SiT(Rz) = (2,G) € Il x GLg(R) est une Trivialisation locale sur
7(RzA) = (z, GA).

> Cette action est simple, différentiable et propre ;
» Son application linéaire tangente s'écrit :

Tr,Ra -0Ry = (0R2)A, ol 0Ry € Tr R(I1) est une "variation de repéres".
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Action (a droite) de GL;(R) sur le fibré des repéres R (771)

Définition
Le groupe GL4(R) agit sur R(7/1) a droite par composition :
(Rzy,A) = RARy := Rz 0 A = Rz A, pour R, un repére et A € GL4(R).

Propriétés
> SiT(Rz) = (2,G) € Il X GLg(R) est une Trivialisation locale sur !/ :
7(RzA) = (=, GA).

> Cette action est simple, différentiable et propre ;
» Son application linéaire tangente s'écrit :

Tr,Ra -0Ry = (0R2)A, ol 0Ry € Tr R(I1) est une "variation de repéres".

R(111) posséde une structure de fibré principal localement trivial :
de base /// et de groupe structural GL4(R).
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Champs fondamentaux X, et sous-fibré vertical

Soit w un vecteur de |'algébre de Lie gl;(R) = T; GL4(R) = Mg(R) du groupe GL4(R).

dGL, r)
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Champs fondamentaux X, et sous-fibré vertical

Soit w un vecteur de |'algébre de Lie gl;(R) = T;

Définition : Champ fondamental X, € X (R(/11))

X, est engendré par u € gl;(R) :

Ra € R(M), (Xu)(Ra):= { ;

ol s — A(s) est un chemin de matrices dans GLq(R) tel que :

A(O) = idGLd(]R) = ].7

Théorie de Jauge References 8/24
000000

GL4(R) = Mg(R) du groupe GL4(R).

R(M)
R,
Ul o m
RzA[s)
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Champs fondamentaux X, et sous-fibré vertical

Soit w un vecteur de |'algébre de Lie gl;(R) = Tichd(m)GLd(R) = Mg(R) du groupe GLg4(R).
I : R(];
Définition : Champ fondamental X,, € X(R(111)) R (’”)

X, est engendré par u € gl;(R) :

Ro € R(N), (Xa)(Ro) = {% (]f’,mA(s))} _ u Ml
ol s +— A(s) est un chemin de matrices dans GLg4(R) tel que : s)
A(0) =ider,®) =1, A(0) =wu.
()
Définition : Sous-fibré vertical V/
V= U ker (Tr,m), w(R.)=x, la projection canonique.

Ry ER(1M)

Les vecteurs de 1/ sont tangents aux fibres 7~ ().
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Summary : Le fibré des repéres comme prototype d’un fibré principal

A retenir

» L'ensemble des repéres en chaque point & d'une variété /! forme :
un fibré principal de variété de base /// et de groupe structural GL4(R)

» Chaque fibre (ensemble des repéres au méme point, 7~ '(x)), est isomorphe 8 GL4(R) ;

» Le sous-fibré vertical IV = U est la distribution des :

=ker(Tr,m) (vecteurs tangents aux fibres).

Y a t'il une distribution canonique de sous-espaces "horizontaux" supplémentaires a 1/ ?
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Connexions
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Sous-fibrés horizontaux //
NON, il n'y a pas de supplémentaire canonique, mais on peut en CHOISIR un.

Définition: Sous-fibré horizontal 7/ ou connexion

H= |J Hnr,, oben toutrepére Ru, Trn,R(1N)="Vr, ®Hn,.
R €R(MM)

Vi R(M)

m
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Sous-fibrés horizontaux //
NON, il n'y a pas de supplémentaire canonique, mais on peut en CHOISIR un.

Définition: Sous-fibré horizontal 7/ ou connexion

H= |J Hnr,, obentoutrepére Ry, Tr,R(M)=Vr, ®Hr,.
Ry €R(MN)

Vi, | R(M)

Définition : (-connexions /1
Une connexion est (J-équivariante si pour tout A € GL4(R) :
Hpoa = Hr,A, car Tr,Ra -0Rs = (0R:)A,

ol 0R, € Tr,R(111) est une "variation de repéres".
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Formes de connexion w sur le fibré des repéres R (/1)

Définition - Théoréme : Forme de connexion w
Une connexion 77 est décrite par une unique 1-forme w € Q' (R(1711), gl;(R)) et vice-versa tq :

Hpg, =ker(wr,), w(Xuw.)= u,pour tout champ fondamental X,,.

11/24

H est GLg-équivariante <= (RAw),, (0F.) = A7 'wgr, (6R.)A.
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Formes (locales) sur /71, tenseurs sur /7!
et formes basiques sur R(/71)
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Exemple : les champs de vecteurs sur

Soit X € X(/11) un champ de vecteurs sur

» Ses composantes ) dans un repére mobile /2 sur !/ sont données par:

() = Rx)™ (X ().

» On construit W : R(171) — R% qui donne les composantes de X dans n'importe quel repére 12,

\I/(Rm) = Ra:_l (X(TF(R’I))) .

References

12/24
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Exemple : les champs de vecteurs sur ///

Soit X € X(/11) un champ de vecteurs sur //:

» Ses composantes ¢) dans un repére mobile 2 sur !/ sont données par:

b(@) = R(z) ™" (X(2)).

References e

» On construit W : R(171) — R% qui donne les composantes de X dans n'importe quel repére 12,

U(Rz) := Re~ ' (X (7(Rz))).

La fonction ¥ € Q°(R(111), R?) est equivariante :

U(R.A)=A""U(R,), 1 estsa forme locale i) := R*U = Wo R,
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Exemple : les champs de vecteurs sur ///

Soit X € X(/11) un champ de vecteurs sur //:

» Ses composantes ¢) dans un repére mobile 2 sur !/ sont données par:

¥(@) = R(z)™ (X ().

References e

» On construit W : R(171) — R% qui donne les composantes de X dans n'importe quel repére 12,

U(Rz) := Re~ ' (X (7(Rz))).

La fonction ¥ € Q°(R(111), R?) est equivariante :

U(R.A)=A""U(R,), 1 estsa forme locale i) := R*U = Wo R,

Formule de changement de jauges : ) := R*U € Q°(1/,R%)

Sur 1/1 N Ua, 11 et 1o sont reliés par :
P2(z) = giz2(@) Y1(x), ol Ro(w) = Ri(z)giz().
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Formes basiques o sur (R(7/1) et formes locales 4 sur /7!

Soient F un K espace vectoriel et p : GLq(R) — GL(E) une représentation linéaire.

E=R? et p(A)e = Ae, ecE,

Exemples : 1
E=gl;(R) etp(A)e=AeA™, eckE.

13 /24
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Formes basiques o sur (R(//1) et formes locales 4 sur

Soient F un K espace vectoriel et p : GLq(R) — GL(E) une représentation linéaire.

E=R? et p(A)e = Ae, ecE,

Exemples : 1
E=gl;(R) etp(A)e=AeA™, eckE.

Définition : Forme basique o € Q% (R (111), F)

{p-équivarante i Rhia=p(A) la,

horizontale : af...,Xu,...) =0g, VX, (champ fondamental). a € QY(R(M), E)
/f(J/ﬂ'
Définition : Forme locale .7 := I*a € QF(1(, E) A € Q*(U, E)

Az (021, ...,0%k) = ap(@) (TeR - 021,...,TeR - d2k) .
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Tenseurs de type F sur /]l

Soit v € QF(R(111), E) une forme basique et 7 := R*a € QF(1/, ) sa forme locale:

équi te (Ria=p(A)™? ) . ) .
p-ef]ulvaran e ( A= p(A) oc) et Au (0x1,...,0%k) := ap(e) (TeR - 0x1,...,TeR - dxx) .
horizontale (o(...,Xu,...) =0g)
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Tenseurs de type F sur /]l

Soit v € QF(R(111), E) une forme basique et A4 := R*a € QF(1(, ) sa forme locale:

équi te (Ria=p(A)™" ) . ) .
P‘e?u'vara" e ( A= p(A) oc) et Au (0x1,...,0%k) := ape) (TeR - 0x1,...,TeR - dxx) .
horizontale (..., Xu,...) =0g)

Formule de changement de jauges : A := R*a € QF(1L, E)
(ﬂz),n((jml, vy OCL‘k) = p(glg(;l‘,))il(ﬂl),,,,(d:lzl, ey ()ack)

On note, Ra(x) = Ri(x)g12(x) et le lien entre leurs applications linéaires tangentes est :

TRz - 0w = (T Ri - 6)g12(@) + (Xu) (R1(2)g12(x)), 08 w = gT5 (2)(Tugiz - 67) € gly(R).
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Tenseurs de type F sur /]l

Soit o € QF(R(111), E) une forme basique et .7 := R*a € QF(1/, E) sa forme locale:

équi te (Rha=p(A)!
p—esunvaran € ( ac=p(A) oc) et Au (0x1,...,0%k) := ap(e) (TeR - 0x1,...,TeR - dxx) .
horizontale (o(...,Xu,...) =0g)

Formule de changement de jauges : A = R*a € QF(1, E)

(A2)z (61, . .., 0xk) = p(g12(x)) (A1) (0T1,. . ., 0Tk).

[ Les formes locales 7 donne les composantes d'un tenseur de /// de type F dans les repéres F. ]
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Formes locales de connexion I' sur

Soient w € Q' (R(111), gl,(R)) une connexion, R: 1l — R(111) un repére mobile.

Définition : Formes locales de connexion I' := R*w : T/ + gl,(R) w € QHR(M), gly(R))
i
I'e Ql( 7g[d(R))
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Formes locales de connexion I sur

Soient w € Q' (R(111), gl,(R)) une connexion, R: 1l — R(111) un repére mobile.
Définition : Formes locales de connexion I' := R*w : Tl — gl,;(R)
Formule de changement de jauges :

Sur I/1 N g, T'y et T'y sont reliées par :

(T2)x(dx) = gle(rl) (0z)g12 + g1_21(T g12 - 0x).

References 5P
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Formes locales de connexion I" sur
Soient w € Q' (R(111), gl,(R)) une connexion, R: 1l — R(111) un repére mobile.
Définition : Formes locales de connexion I' := R*w : Tl — gl,;(R)
Iz (02) := wr@)(T=R - 0x), ox e T
Formule de changement de jauges :

Sur I/1 N g, T'y et T'y sont reliées par :

(T2)x(62) = g1z (T1)e (02)g12 + 812 (Tugr2 - ).

Inversement, étant donné un recouvrement de

References 5P

par des formes I" vérifiant (1) :

Il existe une unique (;-connexion w sur R (111) telle que les T" soient les formes locales de w.

MAIS NE CORRESPOND PAS A UN TENSEUR SUR
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Le probléme de la dérivation

Soient X € X' (111), ¥ € Q°(R(11),R?) sa forme basique et 1) € Q°(1/,R?) ses composantes dans .
> La dérivée extérieure usuelle DU € Q' (R (111), R?) sur R(111) n'est pas basique ;
> Les dérivées dip, dis € Q1 (1L, R?) ne sont plus reliées simplement par gia(2)~" ;

» Pourtant si on se donne une dérivée covariante V sur ///, VX est un tenseur !
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Le probléme de la dérivation

Soient X € X (111), ¥ € Q°(R(111),R?) sa forme basique et 1) € Q°(1/,R%) ses composantes dans R.
> La dérivée extérieure usuelle DU € Q' (R (111), R?) sur R(111) n'est pas basique ;
> Les dérivées dip, dis € Q1 (1L, R?) ne sont plus reliées simplement par gia(2)~" ;

» Pourtant si on se donne une dérivée covariante V sur ///, VX est un tenseur !

16 /24

» Connexion w sur R(1]l) <= Dérivée covariante V* sur ///;
» Elle correspond a une dérivée absolue D pour les formes o sur R (/71);

» Et une régle de calcul, donnée par des symboles de Christoffels T", sur les composantes 4.
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Dérivée absolue D“ sur R(771)

Définition : Dérivée absolue D“ des formes o € Q¥ (RR(111), E)

(D“a)r, (ORz1, ... ,0Rzk) = (D) ry (0Rz1' 5. .., 0Rap ),

oit 0R," est la composante horizontale (€ /1, ) de la "variation de repére".

References

17 /24

La dérivée absolue d'une forme équivariante (méme non horizontale) est toujours BASIQUE.
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Dérivée covariante V“ sur /]l et symboles de Christoffels T’

Définition : Dérivée covariante V* et symboles de Christoffels T sur

Soit A € QF (1, E) les composantes d'un champ de tenseur T dans le repére R sur

RYN(V4T)=dA - X +T(X)A, ot TI'=p.ol=p.o0(Rw).

p« = action induite par p de |'algébre de Lie du groupe structural sur |'algébre de Lie du groupe linéaire sur £ :

psi gl(R) — gl(E)
(7 —> TidGLd(R)p -u
pe(w)e = L [p(A(s)e], A(0)=1, A(0)=u
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Summary : Connexions et formes sur le fibré des repéres

A retenir

» Choix d’une connexion sur
Distribution // de sous-espaces horizontaux <= w € Q'( ,0l;(R))
» Tenseur T de type E sur
Forme basique o € Q( ,E) <= T <= Composantes .7 € Q*(//, E) dans
» Dérivée covariante V' des tenseurs :

Dérivée absolue D“a <= V4T <= dA- X +[(X)A, TI:=R'w

19/24
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Summary : Connexions et formes sur le fibré des repéres

A retenir

» Choix d’une connexion sur
Distribution // de sous-espaces horizontaux <= w € Q'( ,0l;(R))
» Tenseur T de type E sur
Forme basique o € Q( ,E) <= T <= Composantes .7 € Q*(//, E) dans
» Dérivée covariante V' des tenseurs :

Dérivée absolue Do <= V4T < dA - X +1'(X)A, I':=Rw

Cas particulier : Forme de courbure () € Q?( Lol (R))

O :=DYw, sa forme locales est notée F = [*(), et encode le tenseur

19/24
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Introduction a la théorie de jauge



Introduction Fibrés des repéres Connexions Formes locales
00 0000000 000 000000000

Fibré principaux

Fibré principal w : P — 111 de groupe structural ¢

» Tout se passe exactement comme pour le fibré des repéres;

» SAUF que I'on remplace les tenseurs T par des sections du fibré

Théorie de Jauge
[o] lele]e]e}

associé.

References

20/24
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Fibré principaux : exemple avec I'électromagnétisme

Fibré principal w : P — 111 de groupe structural ¢

» Tout se passe exactement comme pour le fibré des repéres;

» SAUF que I'on remplace les tenseurs T par des sections du fibré associé.

Electro-magnétisme : ¢ = U(1), = Espace-temps de Minkowski

» On ne voit pas la phase d'une fonction d'onde ¢ : /I — C d’une particule:

References

et (e, t) 2 (0, t),  car seul son module [1)|? est observé.

» ¢ est donc les composantes d'un objet ¥ quand on choisit une phase/jauge.

» Les lois de la physique ne doivent pas dépendre de ce choix !

20/24
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La structure de fibré principal donne déja des informations

21/24

Fibré principal Fibré des repéres Electro-magnétisme [Weyl, 1918] dans le vide
Univers ,m) 4D
Base . ( 77) i n=—c?dt? +q
n métrique de Minkowski
Groupe structural ¢ GL4(R) U(1) Abélien
Forme P A potentiel EM ¢ potentiel électrique
= Iw
de connexion A = ¢dt — qA A= (Az Ay A)T
Changement 'y = rr*ll"lglg P2 = d1 — Orx
_ ! Az = A1 +dx
de jauge +g7, dg12 Az = A1+ Vx
F = d.A Tenseur de Faraday
Forme Q =D%w 0] Eg Ey E. B=rot A
—FE 0 B -B
F = R* = @ v =_V¢—
de courbure R*Q _E, -B, 0 B, FE Vo —0tA
-E., By —B; 0
. . i rot £ = —0:B
Bianchi (Il) D“Q =0 d =0 .
divB =0
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Invariance de jauge

Définition : Groupe de jauge GA(P)

GA(P) := {f € Diff(1”) | f ne change pas les points de base, i.e. 7(f(1.)) =n([.) ==}

Invariance de jauge : ¥ champ matiére, dont la forme locale est ¢/ (fonction d’onde)

Action du systéme dépendant d'une connexion w et du champ W:

Wf*w, £79] = W, U], Vf € GA(P).

Trouver des actions qui sont :
» Locales : s’exprimant par une densité d’action sur la base /// avec les quantités locales v, I';
» Invariantes de jauge;

» Ayant éventuellement d'autres propriétés (invariance Lorentzienne, normalisable, etc).
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Les actions usuelles : Yang-Mills et Klein-Gordon

Action de Yang-Mills

wYM] = _71 / ||7..||zvol,, 7 forme locale de la courbure 2 = D“w.

Action de Klein-Gordon

WECW, ) ::/[H./? 1% = M| (2)[|%] vol,, A forme locale de D“W.

> Les équations de Maxwell dans le vide s'obtiennent avec Yang-Mills;
» On rentre dans la partie modélisation des phénoménes (quels espaces F, actions, etc);

» Grande littérature autours de tout les problémes possibles de ces formulations:

Brissures de symétries, réduction, quantisation, etc.
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Summary : Introduction a la théorie de jauge

A retenir

» Un fibré principal 7 de base /7] et de groupe structural (; est un “espace de coordonnées” localement
isomorphe a X ( mais ol on “ne connait pas |'origine de ("

Un choix de jauge est le choix d'un systéme de coordonnées locales.
» On étudie des champs matiéres, objets intrinséques mais équivariant par rapport a un choix de jauge:
Formes basiques W sur > <= Sections du fibré associé <= Formes locales ¢/ dans

» On cherche les champs minimisant une action locale et invariante de jauge:

W[f*w,f*\l/]:W[;u,\l/]:/L[l‘,'u], Vf € GA(P).
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