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Ces dernieres années...

Le modele des poutres Cosserat devient un
standard pour la robotique continue, soft et bio-
inspiree.
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Modele des poutres Cosserat



Poutre Cosserat = empilement continu de sections rigides soumises a des transformations finies...

Espace des config.: C={g: Xel0,1]]—g(X)e SE3)}

./,/'F/l/X =1

Repere des section-transverses

2 champs de twists dans: se(3) = R°

n=(g""9)" E=(g7"'q")"

Matrices de transf. Homogenes: @
Champs de vitesse  Homologue spatial

0 1

g(X) = ( RX) r(X) ) Repére inertiel (deform. e =§ — &, ).
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On adopte une représentation matricielle de SE(3).
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O Les équations de la dynamique sont déduites du principe d’"Hamilton sur le groupe:

ty

ty 1
Wy dt = / S(gom, €) dX dt — [ Wy dt = 0
ta <0 la

lp

Ly 1
5 [ [ (94,9 ax dt -
ta 0 la

O

Calcul des variations d’Euler-Poincaré donne les EDPs de Poincaré-Cosserat:
(0 (0L 0L 0 (0L 0L _

—adl | == —ad! | = | - X,(8) =F,,

8t(6n) a’"(an)+ax(ag) "’f(ag) o(£) = Feat

i (56) O =rFu s (G5) 0 =-FL,

O Lesforces inertielles et internes sont gauche-invariantes, et entrées via le lagrangien:

I(6,7) = /st / £)dX = / TMn——eT’HedX

F. Boyer, F. Renda, “Poincaré’s Equations for Cosserat Media: Application to Shells”, JNLS, 2016.



Le principe donne |la forme fermée du modele de Reissner-Simo:

( —
M) —ad) My = N — ad{ A+ Fope(g) . M = diag(ply, pla, pl3, pA, pA, pA)

Modéle des forces: F. X

+ C.I.and C.L.:

;-

9(0) = laxa , A(1) = FFE, =) Manip.

A0) = —Fg , AQ) =F,

ot Locom.

+ def. des déformations + Loi constitutive (Hookéenne):
@ € = f — fo , N =He , H = diag(GIl, EIQ,EIg, EA, GA, GA) :

Rg: Cette formulation est a la base de la MEF-GE de Simo... 8



Paramétrisation basée champs de deformation



Dans le modele de Reissner-Simo, le champ & est libre. On peut introduire des contraintes
cinématiques internes (e.g. pas de cisaillement ou d’élongation...):

¢ = B¢, + B, = A = BA, + BA,
Mouvements internes Reglés par une loi Multiplicateurs
autorisés / contraints constitutive reduite: de Lagrange:
8 g ]
€=Eq — &0 A, = (B"HB)e = Hqpe  A.st. Ble=¢,

Exemple: poutres de Kirchhoff §>

- I3xs 5 O3x3
.= (1.0.0)" B= . B =

Se = (1.0.0) / ( U3x3 ) ( l3xs )

Ao = Hee U C=diag(Gl,, Ely, ELI)(K — K°)

ga. — (Klﬁ KQ; Kg)T

]



En utilisant la def. de ¢ comme une équation de reconstruction: ¢’ = gé.

Sil'on connait &, et go = (Ro,70), on peut l'intégrerde X =0 a 1:

g = g€ = g(BE, + BE,)"

2 N
Quaternion HC g )’ _ ( (1/2)A(K)Q ) Of\(‘%%:

R(Q)T
b e

Définit I'espace des configurations comme I'ensemble des pairs (9o, &) .-

C = SE(g) X S S — {fa, . [Oa 1} — &-a(X) € Rna§6}

En robotique, cette paramétrisation est preféreée...



Application a la statique des TACRs



Tendon = Poutre Cosserat dégénérée, inextensible
/ sans inertie ni friction

Colone =
Poutre Kirchhoff

Disques de
connection

Segment 1

Segment 2

X



Avec £, comme parametres, une formulation fermée de la statique d’'un TACR est donnée par :

(

g = gé O C.L.: ¢g(0) = 14x4 , A(1) :Fe;t > Manip.

N —adf A+ Fepi(g) =0

O Equil. statique: ¢

\

+ Def. des déformations + Loi constitutive active:

|
@) BTA =Ayer + Hpe Contraintes d’actionnement |:>
Ici : Poutre de Kirchhoff actionnée par /N tendons commandés en tension:

) x Teyi
act Z < ||PCZ|| >Ti(t) ) Fc,i — 1+ K XD —|—D,i ) E = (1,O,O)T.
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Algorithme de résolution de |a statique
inverse (directe) des robots continus



BVP en espace X:

Xe1: o =fx), h(z(0)

« z(X) : Vecteurd'état
o f(x) . Vecteur d’évolution de |'état
* h_(x(0)) : CLs proximales

e hy(z(1)): CLsdistales




Probléme inverse statique: entrées ¢ = B¢, + BE, ) outputs = Ager -

( / ~ { Fe—;
(1) -Cantn) g A
:> A CLd?A + Fext (g) _______ 7
< 0) =1 A(1) = F—I- ! -
g( ) 4x4 ( ) ext Femt(g)
| Aact = BTA —H, (6, — &) Ex. TACR dans la gravité.
BVP inverse

BVP inverse: Peut étre résolu en deux passes découplées (avec un algorithme
de type Newton-Euler): BTA = BTISM(E,)

En utilisant la def des strains et la loi constitutive active dans ce BVP...



Probleme direct statique: entrée = A, ) sortie = £, (oueq. €).

g G(BH(BTA — Ayey) + £,)"
(A’): ad’ A — F(g)

(BH (BTA_Aact)+£o)

j‘> 1 9(0) = 1aua , A1) = Fy.

ga — Hgl(BTA — Aact) + BTfo
- BVP direct

\ BVP direct: couplé... peut étre résolu par 'alg. du tir...




Le BVP direct statique dérive d’'un probleme de commande optimale:

e OCPI: Find the optimal control u that makes stationary
the cost functional defined by the potential energy:

1

1 _

Clu) = / SuTHyu+ uT Ao+ L dX + U,
0

under the constraints:

9" = g(Bu+ 50)/\

with g(0) = 14«4, due to the fixed root cross-section e




Modele statique Lagrangien des TACRs



Reduction des déformations autorisées:

Jans § = Bé + B,
On impose:

§a(X, 1) = £u(X) + ©(X)q(?)

Avec:
o — ((I)l,q)z’___’q)d e.g.: (I)Ki(X)Z(l,X,XQ,.--Xk)T

i

PCC, PCS...

Une base de Ritz des champs de deformation:

> C =R"

C’est 'espace de dimension fini usuel des robots rigides ou ¢ joue le role des angles
articulaires.




1
Projection de la loi constitutive sur la base (ID:/ OL(BTA — Aper — Ho (€ — £2))dX = 0.
0

Equilibre statique sous
forme matricielle lagrangienne

Kq+Q(q) = L(g)T(t) | <>

Ou:

1
O K :/ OLH,DdX E> Matrice des raideurs généralisées
0

N
O L(q)T'(t) ——Z - 27(D; ><FC’i)dX T; () For 3né. d’actionnement
q = : T : [> orces géné. d’actionneme
i—1 c,i
L
0 Qq) = _/ ' BYAdX E> Forces géné. exterieurs
0 |

A= TSM(E + Pq)




De la statiqgue a la dynamique...



... A poursuivre lors d’'une autre journée...
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