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Introduction

Les simulations numériques précises des systemes dynamiques sont essentielles dans pratiquement
tous les domaines de la physique et de la mécanique.

Cependant, la plupart des méthodes numériques traditionnelles ne prennent pas en compte la
structure géométrique sous-jacente du systeme physique, conduisant a des résultats de simulation qui
peuvent suggérer des comportements non-physiques.

Le champ de lintégration géométrique numérique (GNI) concerne les méthodes numériques qui
respectent la physique fondamentale d’un probléme en préservant les propriétés géométriques des
équations différentielles associées.




Introduction

@ Depuis l'émergence des méthodes de calcul, des propriétés fondamentales telles que la précision,
la stabilité, la convergence et l'efficacité de calcul sont considérées comme cruciales pour décider
de l'vtilité d’un algorithme numérique.

Aujourd’hui, les aspects liés a la préservation de la structure sous-jacente sont considérés comme
essentielles, en plus de ces propriétés fondamentales.

L'une des idées clés de la préservation de la structure approchée consiste a traiter la méthode
numérique comme un systéeme dynamique discret qui se rapproche du flux de l'équation
différentielle continue au lieu de se concentrer sur l'approximation numérique d'une seule
trajectoire.

Une telle approche permet une meilleure compréhension des invariants et les propriétés
qualitatives de la méthode numérique.

OBJECTIF: développer un intégrateur variationnel explicite pour ['élastodynamique non-réguliére
vérifiant exactement TOUTES les équations de conservation au sens discret.



Formalisme Variationnel pour l’élastodynamique

@ Configuration
déformée définie par x = p(t,X) V(t,X) € w X wx u? T
le vecteur position:

@ \Vecteurd’état: m = (t‘) X, 90) wr = [to, tf]

\ %

@ Action associée a la théorie des champs de 'élastodynamique (configuration non-déformée):

d .
dip = F =V vitesse

A(t,X,gp):/

Wt

/ L(1,X, 0, dyp, dy) dXdt

d ,
dxp = % = F  Tenseur gradient de
la transformation

@ Lagrangien correspondant:

L =T(dp) — V(p,dxp)
T(dsp) = %pdtgp.dtgo and  V(p,dxp) = Vine(dxp) — Veur ()
‘/;nt — w(dx@) and ‘/ea:t(go) — bgD



Formalisme Variationnel pour l’élastodynamique

@ Principe de Hamilton:

SA + / T.60dSdt = 0
wt Bw)]\(]

Vom € Mo(dm € H'(w; X wx); 0t|an, = 0;0X]|gux = 0; ...

| S¢la, = 0:3¢la,p = 0)

Ow? Ol
Owx = 0wl UdwE and 0wR Nowd =0 X wx

90|8w)12 - uD

b

Wy = [to’tf] .

Vv

@ Générateurs correspondants:

0A =92 5m = 6, A + 0x A+ 6,A = Dy At + Dx A.0X + D, Adp



Formalisme Variationnel pour l’élastodynamique

x = p(t, X)

W X WX



Formalisme Variationnel pour l’élastodynamique

@ \Variation verticale: dm = (0t =0,0X =0,dp)

@ Détermination du générateur vertical DA :

= Lo S (2£.0¢ + 25 0dyp + 125+ Gp) AXdt
= fwt fux (2.600) Xt
S S i (. 00) AXdt — [, [ i (25 ) S dXdt
S S e (7 00) dXdt — [, [ . ( ) dp dXdt
= [, Joox (8—5.590) dXdt
o (2-00) dX] [ = [, Ju i (£E) SpdXat
o S (2 N) 00 dSdt — [, [y dx (555 ) O dXdt
= D, A.dp



Formalisme Variationnel pour l’élastodynamique

@ Variation verticale: dm = (6t = 0,6X =0,dp)

@ Générateur associé: 0, A = D,Adp

= Lo (55 — o (755) — - (355) ) O Xt
t fo Sty (%N) S dSdt

@ Principe de Hamilton: D,A.dp + / . T.0pdSdt =0 Vop € My

¢ 8wx

@ Equations d’Euler-Lagrange pour ["élastodynamique:

dt <8dt30) —d (%) =0 n wx
3dxg0N+T_0 on Owy




Formalisme Variationnel pour l’élastodynamique

@ Expressions des dérivées premieres du Lagrangien:

oL — 1

dp

8?150 = pdyp = pp =P Quantité de mouvement

33590 = —33:(/10 = —1II Tenseur non-symétrique des

contraintes de Piola-Kirchhoff 1

@ Equations des champs de ['élastodynamique:

b—dp+deII=0 inw; X wx
—IIN+T=0 inw x 0w¥




Formalisme Variationnel pour l’élastodynamique

@ \Variation horizontale:

Sm = (6t,0X, 60 = 0)

@ Détermination des générateurs horizontaux D, A et Dx A :

avec:

5t~/4 + 5x./4 —
Sy Jue (220t + 25 dypt + 2Edupit + 25 dtxgoét) dXdt

- (%.5){ + 95 dyp.0X + ££ dxtgp.(SX n

F foy S £0(dXdt) = 0A" + 6A% + 6A3

+(55
+(5

| 0A° =

AL = [, fox (@ + d; (adcp dt@) + dx. (8d @ dt(p» ot

— di(Z5) — dy(555) ) dupot dXdt

A2 = [ fie (2 + do (52 dup) + di(£E dyp) ) OX

— dy(575) — dx .(%)) dyp.0X dXdt

— Jo, o (A% £).6X + (di£)5t)dX At

0L dyxp-0X) AXdE



Formalisme Variationnel pour l’élastodynamique

@ Remarque sur le troisiéme terme:
S = [, [ £ (d=Xd,t) dSdr
V(6t(T),0X(Z)) € Og
Op = ((6t(7),0X(Z)) € H (w, X w=); 0t(7)|ow, = 0;0X(Z)|swe = 0)

@ Configuration paramétrigue:  w, = [0,1] and wg = [0, 1]

S = [ [._ L(8(d=X)d,t + d=X0(d,t))dEdr

= [, Lo £(d=0X)d BT + [, [._ £(d.0t)d=XdSdr
= [ oo d=-(L0X)d tdEdT — [, [,_(d=L).0Xd, tdBd7
+ Jog Jo, d-(L0t)d=XdTdE — [,_ [, (d;L)otd=XdTdE

{ x = o(t,X) = p(t(1), X(E)) X
avec:
dXdt = (dzXd,t)dEdr

SAP = — [, [, ((dxL).6X + (d,L)5t)dXdt

(1]



Formalisme Variationnel pour l’élastodynamique

@ Principe de Hamilton:
CStA + 5x~’4 —

fwt fwx (% + dy <8d o dt@) + d ( dtQO> — dtﬁ) otdXdt
Lo S (& + (G2 i) + oL ) — dx £) SXdXdt

@ Conservation de ’énergie mécanique (générateur horizontal temporel):

% +dy (25 dip — L) + dy. (525 dyp) = 0

@ Conservation des forces configurationnelles (générateur horizontal spatial):

0% + (35 -dxtp — LT) + di(FF= - dup) = 0

12



Formalisme Variationnel pour l’élastodynamique

@ Forme matricielle espace-temps:

oL dQO_’C ideO

N .
(5 8%) + (dey d). | % e = (0,0)

@ Tenseur d'impulsion énergie-matiere (tenseur de Eshelby espace-temps) pour l’élastodynamique:
(%%, 92) + (dt, dx).Cix = (0,0)

@ CasoU le Lagrangien ne dépend pas explicitement du temps et de l'espace: L (@, dip, dx)

4 )

di(T + V) = dy.(IL.V) (énergie mécanique)
dx.(C) — F' b+ d:(F T.p) =0 (forces configurationnelles)

C=(-T+y)I— I’ F | (tenseur dynamique de Eshelby)

@ Forme intégrale de la conservation de l’énergie mécanique:

t
U (T +V) dX] — [ [ mNvasa+ [ [ Tvasd
wx Wt e

N
to Wi awx

13



Formalisme Variationnel pour l’élastodynamique

@ Générateur vertical prenant en compte les bords du domaine espace-temps et les forces de volume
. /
pour tout sous-domaine Wy C wx :

0 A = DA 5o = | [, () 5g0dX] + Loy oy, (375 N) g dSdt
= | f ‘% 5@ dXdt¢

@ Théoréme de Noether:

L (P)em0 = DA 2| o = 0 Vg € M = (§¢p° € H' (wy X wk))

@ Pourtoutvecteur vde R3: | ¢ = +ev

djel' (906)|6 0— D A v

= /s (Z&) vdX] + Loy S (aﬁ N) vdSdt — [, [, %.vdXdt

x (3
Jon S (i (35 V) + d- (5955 v) — G2.v) dXdt
S Jur (o555 )+d (adso)—a )vdth—O Vv € R

s Nous obtenons de nouveau la conservation de limpulsion linéaire

14



Formalisme Variationnel pour l’élastodynamique

@ Pour tout tenseur antisymétrique §2 : | o = exp(2e)p

L (0)]e=0 = Dy A Qo
= Juop Jur (505 20) + dx- (5355 p) — 52-Qp) dXdt
= Jun Jur (d (ad¢)+d (300 ) — %)-deth

+ /o, f‘*’x 30 ¢ (Qdxp) dXdi

=0 VQ

Il vient :

3dx¢ (Qdyp) =0VQ <= (ILFY): Q=0VQ
— ILF' = (ILF")"

{ J = det(F)

g = J'ILF!

o=0 conservation de l'impulsion angulaire

wmmm=P> | o théoréme de Noether peut aussi étre appliqué aux générateurs horizontaux (par
exemple linvariance par rotation entraine la symétrie du tenseur dynamique de
Eshelby)

C=(-T+)I-II"F

15



Formalisme multi-symplectique pour l’élastodynamique

@ Transformées de Legendre-Fenchel partielles (voir tenseur espace-temps de Eshelby):

T*(5itz) = suplgiz-dup = T(d@)) | T"(p) = sup(p.dip — T()
w*(agjip) SUP(ad L dyxp — Y(dxp)) Y*(IT) = iUp(H L dxp — Y(dxyp))

@ Action avec deux dualisations partielles sur la quantité de mouvement et la contrainte:

~

(A1, X, p,p.T0) =
S S (P-diep — IL = dxip — L* (£, X, p, p, IT)) dXdt

£ =T*(p) — " (1) = Veuly)  T*(p) = 1p~'pp

\

@ \Vecteur d’état correspondant: m* = (t, X, p, p, IT)

@ Principe de Hamilton:

A"+ [, Joy T80dSAt =0 Vom* € M;
Mg = (dm* € H' (w; X wx); 0t]ow, = 0;0X oy = 0; ...

5<S07 P, H)‘@wt — 07 590|8w)D( - 0)

16



Formalisme multi-symplectique pour l’élastodynamique

@ Notations des 5 générateurs correspondants (2 horizontaux et 3 verticaux):
SA* = 222 om* = § A% + 5 A" + 6, A + Gp A" + O A*
= DiA*.0t + Dx A*.0X + D, A*.0¢p + Dp A*.0p + DA™ 011

@ Calcul des 3 générateurs verticaux:
S oA + 5o A* + S A* =
Joss Jore (0P-dp0 + p.0dsp — OXT = dyp — TL 2 ddyp) dXdt
o S (%50 + 95 5p + 952 6TT) dXdt
= [, o (0p.dip — dip.5p — 611 : dyp + dy. TLG) dXdt
Lo Sy (~TLN).6pdSdt
S S (200 + 25 5p + 2 - 0TT) dXdt
= [ o (2 — dip + di JT).5p dXdt
- fo Sy (~TLN).6p dSdlt
+ S Jox (=% + dip).0p dXdt

+ fwt fwx( _ deO) oI dXdt
17



Formalisme multi-symplectique pour l’élastodynamique

@ Principe de Hamilton :
D, A*.0p + Dp A*.0p + D A* 0l + |, faw)z\(] T.0pdSdt =0
V(dp, op, 0II) € M

@ Equations d’Euler-Lagrange de l"élastodynamique a 3 champs: s = (p,p, )

—%f: —dip+de IT =0 in w X wx
—%Cp* + dﬂp =0 1n wr X Wx
—%—dxw =0 mw Xwx
—II.N+T =0 onw X Ow¥

@ Formalisme multi-symplectique:

0—-10 © 001 © S
L0 O0fde|pl+]000/du|p|=]|%

oL*
000 |II] |-100] |O |5

W.dtS + K.de = 8S,C* 18



Formalisme multi-symplectique pour l’élastodynamique

Expressions des dérivées premiéres du Lagrangien:

oL* _ _ g N

Op o _ .

sge _ or = b—dp+di Il =0 inw Xwx

o  op —p lp+dip =0 inw Xwx

oLr _ _ oyt _F

on on F — dyp =0 inw X wx
Equations d’Euler-Lagrange de |, uy IINLT — 0 inw x oW
["élastodynamique a 3 champs: N ' ‘ %)

Remarque 1: la forme multi-symplectique proposée est une extension de la formulation mixte
d’Hellinger-Reissner a la dynamique. Des liens peuvent aussi étre faits avec les formulations
mixtes de Fraej de Veubeke et Hu Washizu au cas de la dynamique.

Remarque 2: nous pouvons obtenir une forme symplectique lorsque le Lagrangien ne dépend
pasdedxp et II : s = (p,p)

{«4* (6, X, 0,P) = Lo, Juyx (P-dep—L" (¢, X, p, p)) dXdt
Lr=H=T"(p)+V(p)

0—1 oL*
d |7 = | 7| 3ds = ouc
1 0 p oL

19



Formalisme Variationnel multi-symplectique pour l’élastodynamique non-réguliere

Ow? owy
@ Définition du bord potentiellement en contact et gap: WD T
C = (X € dwy; gn(X,t) > 0) =
gy = (v — Xo).(=N) b Ows
_ 9.,D N c Wi+ = [t+, tf]
Owx = dwyx U dwy U Qws ¢

wi- U{te Uwy+ _
— > we = [to, t]]

@ Action a 7 champs avec multiplicateur de Lagrange pour le contact en élastodynamique:

~Y

A(t7 tC? X’? 907 p? ]'—’[7 A)
= A", X, 0,p, ILA) + A (1, X, 0, p, TLA) + [0 Alte)-gn(te) dS

- A E(t, X, o, p, )

= Jurt Jure (P-drp =TI dyp — L*(t, X, ¢, p,IT)) dXdt
+ [+ Jo A(2).gn(t) dSdt

L L% = T*(p) — ¢v*(IT) — Vew(p) T*(P) = 3p 'P.P

@ Conditions complémentaires de Karush-Kuhn-Tucker sur tout l'intervalle de temps:

avec: <

AX, 1).gv(X,t) =0 MX, 1) >0 gn(X,t) > 0VX € C Vi€ [to, 1]

20



Formalisme Variationnel multi-symplectique pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Définition du vecteur d’état:

rr\fl = (t7 tC? X7 @7 p7 ]:[7 A)

@ Principe de Hamilton pour l’élastodynamique non-réquliére:

SA+ [y fowy T-80dSAL =0 Vom € My
/\20 = (0(t,t., X, 0, p, ) € HY(w; x WX)35t‘[t0,tf] = 0; 60X gy = 0; ..
300, P AN, 1 = 0509]a,p = 0:04 € H? (wy x C);0A(te) > 0)

@ Définition des 7 générateurs (3 horizontaux, 4 verticaux):

A = %.5{}1 = G, A+ 5, A+ 5W7i + 6 A+ S A + 5, A+ 5, A
— Dy A5t + Dx A.6X + D, A.5¢ + Dy A.6p + D ASTI
D, ASt, + DyASA

21



Formalisme Variationnel multi-symplectique pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Définition du vecteur d’état (sans l'espace):

sm = (8t, 6t.,6X = 0,5, 6p, 0TI, )

@ Calcul des 6 générateurs correspondants (2 horizontaux, 4 verticaux):

Se A + 6, A+ Sp A+ SpA + 6, A+ Gy A =

Jio, o, Juon (OP-iip + P.0dp — OIL : dxip — 112 ddxp) dXdt

— Jege Ui . i (‘%* 0 + 55.0p + 55 5H> dXdt

+ fwt_th+ Jo (OX.gn 4+ X.0gn) dSdt

oyt s S (PR dyyip. 5t + 2B502) 4, pgt) dXdt

= ooty o (2ot 0.6t + 8“1 ), g, T15t) dXdt

ooty o (2550t + 9E5 dypt + 95 dipot + 95 : d,TI5t) dXdt
Loty Jo (B52L AN, it 20-4v) dtg 5t) dSdt

oy vy (o (Podip =TT : dxgo — L) dX + o Mgy dS) 8(d1)

+ fC’ (5)\(tc).gN(tc) dS + fO )\(tc).5gN(tc) dS

22



Formalisme Variationnel multi-symplectique pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Principe de Hamilton: D, A.5t + D, A.0p + Dy A.6p + DrA.STI
+Dy, ASte + DaASA+ [, o T8 dSdt = 0

(8t 5t 5, 6p, 0TI, 6)) € M,

@ Equations d’Euler-Lagrange de ’élastodynamique non-réguliere:

L 4 dy(p.dyp — L) — dx(TLdyp) = 0
pl)” -
p.dip — ﬁ*]ii —
A(te)-gn (te) _
gn(te) _
Q—KKT conditions

/—%—g—dtp—i-dx-ﬂ =0 1in (wt— th+) X wx N
_aacp* + dyp =0 if (w- Uwpr) X wx
T =0 in (w- Uwe) X wx
II.N = AN on (w;- Uwt) X Ows
II.N =T on (w- Uw) x 0wf

in (w- Uwr) X wx
in wx

in wx

on Ows,

on Ows,

23



Formalisme Variationnel multi-symplectique pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Les conditions KKT combinées aux deux conditions de contact précédentes s’écrivent:

CAX, ). gy (X, ) =0 ANX, 1) >0 gn(X,t) > 0VX € C Vi€ [to, 1]

N

A(te).gn(te) =0 on dws

R gN(tc) =0 on aw)cc

@ Ces conditions sont strictement équivalentes aux conditions de Hertz-Signorini-Moreau (HSM):

f gn(t) =0 , \
if gn(t) >0 then A(t) =0
A(t) > 0 :
gn(t) =0
SOyt =0 = 1
if gy(t) =0 then < At) >0
e andie) = At (1) = 0
R R

24



Formalisme Variationnel multi-symplectique pour l’élastodynamique non-réguliere

@ A partir des dérivées premieres du Lagrangien, on obtient les équations d’Euler-Lagrange de
["élastodynamique non-réguliére dans le cadre d’une formulation mixte, a laquelle on associe les

conditions HSM:
/b — dip + dy I1 =0 in (w- Uwe+) X wx
—p7ip + dip =0 if (wi- Uw+) X wx
F — dyp =0 in (w- Uwer) X wx
II.N = AN on (w- Uw) x Ows
II.N =T on (w- Uwe) X Ow¥

p|< =0 inwx

T*(p)]'2 ~ 0 inwx

te

\+HSM conditions

dy(T*(p) + ¢*(I1)) — dy(T1.dyp) = 0 in (wi- Uwpt) X wx

J

@ De la méme facon, on peut calculer l'expression de [’équation de conservation_des forces
configurationnelles (formulation mixte) a partir du générateur horizontal spatial Dx A :

9% + dy.(—TLdxp — L) + di(p.dxp) = 0

25



Formulation variationnelle semi-discrétisée en espace
pour l’élastodynamique non-réguliere

Coordonnées des noeuds:

X,

@ Maillage de la géométrie:

Wt— U {tc} th—l—

N
7~

@ Discrétisation spatiale par la méthode des éléments finis:
( )

Pt X) = (1, X) = S ui(t)-0¢(X)
p(t.X) = p" (1, X) = Spi(1).07(X)
TI(t,X) ~ TT"(t, X) = é 5i(t).63(X)

(LX) = A, X) = 3 Mi(1).62(X)

\_ =1 J

@ Fartition de 'unité et support compact: Yor(X) =1 (X)) = 0y
i=1

26



Formulation variationnelle semi-discrétisée en espace
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Action multi-champs semi-discrétisée en espace pour la dynamique non-réquliere:

At t,, U, P, Fip, A)
= Jo vy (PTU=FL, U= LM + AT gy ) dt + A(te)" gn(te)
+ KKT conditions

\with L' =T""(P) — 9" (F;,,) — F/,,. U

ext:

@ Discrétisation spatiale des différents termes:
o LupaipaX = Ly (£p0.000) i  £0,0.650) ) ax
1= J1=
= 3 3 pilt) (fy .05 X) druy () = P10

1=11=

0 Ju It dypdX ~ zm() (fon 0 : dut? dX) u;(t) = F,.U

1=15=

. fwxbgodX:Z(fhbqb“( )dX) u;(t) = FL,.U
o JoA(t).gn(t)dS ~ Z ZA ()-(Jo 707 dS)gn, (t) = A" .gn

1=1 j—
o [, \OgndS = [, \d,gndpdS
~ z z Ai-(Jo #.0%.(=N) dS)eU; = AT.(-L).6U = AT .5gy

i=lg=i 27



Formulation variationnelle semi-discrétisée en espace
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Principe de Hamilton semi-discrétisé en espace pour la dynamique non-réquliére:

( SAP 4 S, Fe,l.oUdt =0 Vom € /\23 \
ME = (5(U, P, Fyp) € H(w; x wh): 5]y = 05
0(U, P, Fing)lf, 0 = 0;0Ulaup = 0;6A € H3(w, x O); ..

| OA(t) > 0,0 € {1,...p})

avec: f&u% T(SQO dS ~ Z (faw% Tqbz dS)dUZ = F? T5U

ext
=1
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Formulation variationnelle semi-discrétisée en espace
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Définition des 6 générateurs semi-discrétisés en espace 2 horizontaux et 4 verticaux):

SAb = PAL s 5t,Zh + (5tcffh + 6U/Afh + (5P¢Zh + 5Fm¢2fh + Gp A"

N omh

= D, A".6t + D;, A".6t. + Dy A".0U + Dp A".6P + Dg, . A" 5F
L DAASA

@ Calcul des 6 générateurs correspondants

A" = [, uu,, (OPT.U+PT5U - 6F], U~ F],,.0U) dt

Lo vy, (—(Z55)T.8U — (265)T 6P — (8£°)T 6F;,, ) dt
oy vy (AT gn + AT S8y ) dt

+ Lo tos (8(13 UNT Pt (2807 .I"Jét) dt

+ Sy s ( e UN\T 6t + (“Fig—;f‘”)T.Uét) dt

L, (F(EE5)T 8t — (2507 USt — (220)T POt — ()T Fjuit) dt
_|_fw oo, ( 3(A gN) A5t—|—<8(A gN)) g 5t) dt

+ oy v, (PTU=FL UL + AT gy)) 6(dt)

nt:

+OA(t) ! .gn(te) + At) T .dgn(t.) 29



Formulation variationnelle semi-discrétisée en espace
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Equations d’Euler-Lagrange semi-discrétisées en espace de l’élastodynamique non-réguliére:

/
8£h + P —I' ant

%L1 U =0 in (w- Uwp) X wh
— 3‘116; - U =0 in (we- Uwpr) X wh
2L 4 gL +FLU) = (LTA)T U+ F:, .U

[P]g =0 inuwh
PT.U - £ =0 inwh
A(t) T gn(t.) =0 on Jws
gn(te) =0 on 0w

\+KKT conditions

—F,+L'A in (w- Uwe) Xt

in (we- Uwgr) X wh

X
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Formulation variationnelle semi-discrétisée en espace
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Expressions des dérivées premieres du Lagrangien semi-discrétisé en espace:

oLh*

ouU = _Fem

oLk _ or* -1

oP ~— 0P =M"P

och™ _ _ o* _ -1 |
8:Fint o aFint o Kta,ngF’L’rLt

@ Equations d’Euler-Lagrange semi-discrétisées en espace de ’élastodynamique non-réguliére:

[P + F;; = Feu +F2,, + LA in (wWi- Uwgr) X wh )
~-M~'P+U =0 in (W= Uwgs) X b
K,;;LQFW - U =0 in (w- Uwe) X wh
dy(T"" (P) + ¢*(Fint)) = (Fewt + F2, + LTA)T.U in (we- Uws) X W
[P]g =0in xw!
4PT ML P —0in xwh
+HSM conditions

- J

31



Formulation variationnelle discrétisée en espace et en temps
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Deux familles de schémas temporels en dynamique non-réguliére:

e Eventdriven } } o—1 —

. . to 2 Crt1 Ly
e Time stepping I i —

1
L] L L]

Wt— U {tc} th+

N
7

T =1p41 — tk

nmmsp-  Contrairement a la formulation continue en temps, et suivant les idées de Moreay,
l'instant de l'impact ne doit pas étre détecté. En effet, l'impact est ici pris au sens faible.
En d'autres termes, de nombreux impacts peuvent survenir au cours d'un pas de temps.
Cependant, il n'est pas nécessaire de les détecter avec précision. Ici, une différence
principale doit étre faite entre les intégrateurs « event driven » (détection de ['événement
d'un impact) et les intégrateurs temporels « time stepping » (pas de détection de
['événement d'un impact au sens fort). Ici, l'approche « time stepping » sera privilégiée
afin de permettre éventuellement une infinité d'événements d'impact dans un temps fini
(paradoxe de Zenon). Par conséquent, l'approximation temporelle ne contient plus
l'instant d’impact t,. comme variable de l'action.
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Formulation variationnelle discrétisée en espace et en temps
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Action multi-champs discrétisée en espace et en temps pour la dynamique non-réquliere:

~ h 1Nh7'

A ( ) Z A (tk‘—l—la Uk—{—l) Pk+1 ) antk+17 Ak—}-%)

{NhT

A (tk—{—la Uk—i—l) Pk+l Fintk‘—l—h Ak+l)
— TPg+2 M - I(antk; Uk + Fzmﬁk+1 Uk+1)
5L (U, Pyys. Pi) + L7 (Ui, Py, Pr)

T .
+7Ak+%.gNk+%

.+ HSM conditions )
avec: LY (UL, Prysy Fine) = T (Ppt) — U (Fik) — Flogy Uy
[ if Inps1 > 0 then AkJr2 0
S Mg =T {1,..p}
if 9§Vk+1 then < AfﬁL% >0
| ALy, =0 N




Formulation variationnelle discrétisée en espace et en temps
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Vecteur d’état:

~ h1
m = (tk-l-l) Uk+17 Pk—l—%) Fintk+17 Ak;-|—%)

@ Principe de Hamilton discret espace-temps:

~ hT N—1 T ~ hr ~ hT
SA + YR, ToUL =0 Yom e M,
k=0
~ hT ~ ht
M, =(m g, =0; 5U|3w)[£ =0;0A =0)
@ Générateurs discrets espace-temps (1 horizontal et 4 verticaux):
~ BT LI o ~ hT ~ hT ~ hT ~ hT ~ hT
oA = %5m = 515./4 + 5U.A -+ 5P.A + 5FintA -+ 5AA
NhTam ~hT ~ hTt
— DtA .5tk+1 ‘|‘ DUA .5U]<;+1 ‘|‘ DPA 5Pk¢+%
~ ht ~ hT

+Dg

nt

A -5Fintk+1 _|' DAA 6Ak—|—%
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Formulation variationnelle discrétisée en espace et en temps
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Calcul des 5 générateurs correspondants (1 horizontal et 4 verticaux):

N-1
Z (5]?%1 l'(Uk—l—l - Uk;) ‘|— PZ l-éUk—f—l - PZ l(SUk
k=0 3 +3

— 2 (Finty, U, + Fingjrr- U1

_%(5Fmtk Uy, + Fipit 60U + 5Fmtk+1 Upy1 + Fmtk+1 0Up+1)
_5_T(£hT (Uk,Pk_'_l,antk) + Lh7 (Uk—|—17Pk+17Fmtk—|—1))

—%( LM’ (Uk,P Zntk)(SUk+ oL (Uk7Pk+%7Fintk)5Pk+% T

hT*
-t gﬁmtk (Uk7 Pk—|— L3 Fmtk)(SFz’ntk)

hT*
(8[£Jk 1 (Uk-l-l) Pk+1 Fmtk+1)(5Uk+1 + ...
ht*
-t 881f (Uk-l-l; Pk+%7Fintk+1)5Pk+% 5

2

ht*
-t 8F£ (Uk-i-l? Pk+ Flntk+1)5Fintk+1)

int k41

+57Ak+l'gN l +T5Ak;+l‘gN —|—TAZ: %5gNk+%)
Nh'r ~ hT

—I_TFextk:—{—l 6Uk+1) =0 Vom c MO

+ HSM conditions 35



Formulation variationnelle discrétisée en espace et en temps
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Générateur vertical associé a la quantité de mouvement:

~ ht
DpA = (Upp —Up) — 3 M; (Ui, Py Fintk;) +

T o
- §8P (Uk+17 Pk—{—%a Fintkz-l—l) =0
2

@ Générateur vertical associé au déplacement (équation du mouvement discrétisée en espace-temps):

NhT
DUA = _Pk+§ -+ Pk;_|_% - TFintk—l—l

hr* hT*
(atf}kH (Uk+17 Pk+ Fintkﬂ) - %QS—W(UM, Pk+%7Fintk+1))

avec: 5gN]g+% — _L5Uk+%

Pk+% = Pk+% + T(Feotir1 + Figppr — Fintry1) + LT(Ak+g — Ak+§)
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Formulation variationnelle discrétisée en espace et en temps
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Générateur vertical associé aux efforts intérieurs:

NhT
8£h7-
DFintA — Uk-f-l + 3 (8]_:‘mtk+1 (Uk-l-la Pk;+% ) Fintk:—{—l)

Dt (Uk—l—laPk-}-%?Fintk—l—l)) =0

6ant k+1

—1
Uk+1 _ KtangFintk+1 =0

@ Générateur horizontal associé au temps (bilan énergétique discrétisé en espace-temps):

(T""(Prys) + (U (Finersr) + V" (Finekro))

_(ThT*(PkJr%) + 5 (U (Finek) + 9" (Fintry1)))
((FZa:tk+1 Uk+1 + Fgmtk+2-Uk+2) — (FgmtkUk; + Fthk+1'Uk+1))

(AL g8, — AL g, )

\S J
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Formulation variationnelle discrétisée en espace et en temps
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Bilan des équations d’Euler-Lagrange discrétisées pour la dynamique non-réquliere:
( —q
Uiy = Up + 7M™ P 1
—1
Uk+1 - KtangFintk—i—l =0

Pk-l—% — Pk_f_% + T(Fea:tk—l—l =+ Fzmtk+1 - Fintk—i—l) + LT(Ak+% o Ak:—l—%)

|+ HSM conditions )

avec: ENkr1 — —(Lg41Upy1 — Xo.N)
ng’rcc = _LM_lpfree gNk-g—% - _LM_lpk-i—%
Pfree = Pk+% S T(Fewtk—{—l + Fthk-{-l . Fintk+1) . LTAIH_%

@ Résolution / Probléme de type LCP (M et H sont diagonaux):

T, A
HAk+§ = 8N 3 T BNy H =LM'L” | opérateurde
e - Steklov-Poincaré
if gypyp > 0 then Z%:O
( .
. gv , =0 ieA{l,...p}
k+3
if gl <0 then S Aﬁﬁ% >0
AT 5.4t =0
|\ [ rrs N ) 38




Formulation variationnelle discrétisée en espace et en temps
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Résolution explicite du probleme LCP (intégrateur variationnel explicite CD-Lagrange):

1 - calculate Ujyq with Uy = Uy, + TM_lpk_'_%

2 - calculate Fj,ppq with Fipepr 1 (Ugiq)
3 - calculate gy, . and Py with gy, == —LM'Py,.. and Py, = PH% -
T(Feactk:+1 + sztk+1 - Fintk+1) - LTAH%

if g}Vk+1 > 0

4 - calculate A, s with A! 5 = _
’ max(oa Hizlg:]\f}ree)

k+3

5 - calculate Pk+% with P,~C+§ = Pfree + LT(AH%)

6 - calculate gNH , with —LM™'P, 43 (only for post-processing energy bal-
2

ance)
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Formulation variationnelle discrétisée en espace et en temps
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Forme multi-symplectique discrétisée en espace-temps pour l'élastodynamique non-réquliere:

- o ] j o )
0-10] | L(Upy — Uy 0 01| | Upss
10 0| |[L(Ps—Pry)|+ |0 00| dep
000 diFins —1 00| |Fintps1

Femtk+1 + an}tk—i—l %LT (Ak—l—% o Ak—i—%)
= MPs |+ 0
—KiamgFintri 0
- - - - - J

nmmmmP | 'intégrateur temporel variationnel explicite proposé préserve la forme discrétisée multi-
symplectique de ['‘élastodynamique non-réquliere. En conséquence, les équations de
l'impulsion linéaire et angulaire sont vérifiées exactement, méme en présence de
multiplicateurs de Lagrange. Néanmoins, on peut montrer que le bilan énergétique
discrétisé n'est pas assuré exactement. Cependant, on peut montrer que l'erreur
correspondante décroit exponentiellement, ce qui caractérise la grande robustesse des
intégrateurs temporels variationnels sur des temps longs. Pour assurer un bilan énergétique
discrétisé exact, un pas de temps non uniforme doit étre consideéré.
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Formulation variationnelle discrétisée en espace et en temps
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Action multi-champs discrétisée en espace et en temps pour la dynamique non-réquliere
avec pas de temps adaptatif:

Tk+1 — tk:+1 — s

@ Action multi-champs discrétisée en espace et en temps pour la dynamique non-réquliere:

A(t)= ¥ A (71, Unir, Pyt Fontgr, Ars )

~ hTt

A (Tk+1: Uk+17 P/<;+1 ) Fintkz+17 Ak+%))

2

1 T (Ue41=Ur) _ 1 T T
5 (T + Tk‘+1)Pk+l'T — 5 (TkFintr - Uk + T 1 Finegy 1 - Ur1)

—%(TkﬁhT*(Uk, Pk+% yFintr) + Tes 1 L7 (Up, Pk+%, Fintri1))
‘|‘%<Tk + Tk+1)AZ+%°gNk+%

\_+ HSM conditions )

avec: ﬂ”*(Uk, sz+%7Fintk) = ThT*(Pk+l) - ‘I’hT*(Fmtk) - FthhUk

2
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Formulation variationnelle discrétisée en espace et en temps
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Vecteur d’état et Equations d’Euler-Lagrange correspondantes:

(Tk—|—27 gNk+% Uk+27 Pk+% ) Fintk—}—% Ak+%)

/Uk+1 — Uk | Tk_l_lM_lP

-1
Uk+1 _ KtangFintk+1 =0

1 Tet1+Tk42 P

k+3

. 1 Te+Tr41

1 Te41+Tk42 1Tt Ty T
T3 Th+2 AkJF% 2 gt L AkﬂL%

+ HSM conditions
Tot2 = (5P s (Uksz = Ugya))
(~izm PZ+%.(U]€+1 —Uyp) + Fintprr - Uk

k+1

+%(T}”*(Pk+%) + ThT*(Pk+%)) — U (Fintk 1)

-1

\_szthrl'Uk’H T %(AZJF%'gNH% i AZJ“%.gNH%))

— 8 — .
2 e Fktd T3 o Prei T Tit1 (Featrrr + Foppyr — Fintig1)
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Formulation variationnelle discrétisée en espace et en temps
pour l’élastodynamique non-réguliere

@ Intégrateur variationnel explicite CD-Lagrange avec pas de temps adaptatif:

0 - time step predictor Tpio = Tgi1

1- calculate gy,,., and P e with gy, = —LM™'Pj,.. and 1 Thi1H Tk P

Tk+2

1 Te+TK41 LTAk+l
2

1 Te+Tri1 s
‘—Pk:+% + Ter1(Fewtipr + Fthyr — Finti1) — 2 Tkt

2 Tk-+1

if gé\fk—f—l >0

2 - calculate A, s with A! ; = _
’ max(()?Hi;lg:’V}ree)

k+3 T

3 - calculate Pk+% with Pk+% = Pree + LT(AH%)
4 - calculate gy, , with -LM'P, s (for time step update)
2

5 - calculate Uy o with Uy = Upyq + Tk+2M’1Pk+%

6 - calculate Fintk—|—2 with Fintk—|—2 (Uk-l-Q)

7 - update time step 712 with equation (116) and go to step 1 if 740 # Tri1

free —
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@ Forme multi-symplectique discrétisée en espace-temps pour l‘élastodynamique non-réguliére

Formulation variationnelle discrétisée en espace et en temps

avec pas de temps adaptatif:

L'intégrateur temporel variationnel explicite proposé vérifie les propriétés suivantes:

pour l’élastodynamique non-réguliere

- =4 r - - - r )
0-10 L (Upsz — Uppa) 0 01| | Uppo
17 —+T 1 T+T
10 0] [4mtmep, , 1nmap, |0 00| | dyp
000 diFint —1 00| [Fintrio
s 17 =+ T 1 Te+T7 T
Femtk:—{—Q + Fe:ctk-i—2 §k+7}k—+2k+2L Ak—}—% o §k7-k—_|_k1HL Ak—i—%
= M_1Pk+% + 0
—KiongFintrro 0
~— R o,

Intégrateur explicite de type « time stepping »
Convergence spatio-temporelle en non-régulier au sens de Hausdorff
forme discrétisée multi-symplectique (conservation de la résultante et du moment)
conservation de l’énergie discréte
Pas de temps adaptatif automatique (avec vérification de la condition CFL)
Matrix free (LCP explicite) pour les contacts de type déformable / rigide
Grande robustesse sur les temps longs avec un trés grand nombre d'impacts



Merci pour votre attention
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