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Mecamat Aussois janvier 2023

Les grandes transformations : 
aujourd’hui et ... demain ?

Venez nombreux !
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Elasticité

§ Modélisation des effets élastiques dans la matière :
§ Energie potentielle élastique qui dépend de la déformation

§ Comment prendre en compte ces phénomènes 
avec une approche espace-temps ?

(Souriau, Synge, Eringen, Cattaneo, Carter, Choquet-Bruhat, lamoureux-
Brousse)
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Configuration matérielle Configuration actuelle
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Transformation :

Application tangente F :

xi(XJ , t)
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

F i
J =

@xi

@XJ
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

XI
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> xi

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Transformations finies
3D

Tenseur des déformations de Lagrange

E =
1

2
(F TF � I)

<latexit sha1_base64="qxzH+b7DIPikHNHv+jTKC4P+V2k="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="4/bbKfzwiNhunLcE5QOJMDTlOnE="></latexit>

Tenseur des contraintes de CauchySecond tenseur des contraintes de 
Piola-Kirschhoff (PK2)

S

<latexit sha1_base64="pj5HHm3vAK/EzRNKChLyzY8/zZc="></latexit>

r0 Masse volumique                 r

e =
1

2
(I � F�TF�1)

<latexit sha1_base64="f/DbDXptgsMAWNaodmSUFN5nWSQ="></latexit>

Tenseur des déformations d’Euler



Bilan de puissance 3D

§ Modélisation des effets élastiques dans la matière
§ Bilan de puissance pour les transformations réversibles adiabatiques:

� : d� ⇢ ̇ = 0

<latexit sha1_base64="82A/NaMWsSkAbTSOszqj3pCVQHw="></latexit>

s : tenseur des contraintes de Cauchy, 
d : taux de déformations,
r : masse volumique,
𝜓(𝐸) : énergie potentielle élastique dépend de la déformation.

§ Est-il possible de généraliser ces notions pour la relativité ?
§ Définition d’un tenseur des déformations espace-temps
§ Construction d’un bilan de puissance espace-temps

5



Plan

§ Aspects géométriques
§ Tenseur des déformations
§ Construction d’un bilan de puissance : 

définition du tenseur moment-énergie
§ Hyper-élasticité anisotrope covariante
§ Conclusion
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§ Variété différentiable 4D riemannienne M
tenseur métrique g de signature (1,-1,-1,-1)

§ Un événement P : un point de M

§ Un système de coordonnées défini pour un voisinage autours de P :

§ Observateur : vecteurs de base dans l’espace tangent en P :

§ Changement d’observateurs = transformation :

où la matrice            appartient au groupe 𝐺𝐿(4, ℝ)

§ M×𝐺𝐿(4, ℝ) fibré principal sur M

Aspects géométriques

eµ =
@

@xµ

<latexit sha1_base64="P+HAhAAJ9Ba0MttEU+vAQTbQop4="></latexit>

eµ =

✓
@x

@yµ

◆
@

@x

<latexit sha1_base64="Xelu0309fLe7Z/CDSoGqCOrLwbA="></latexit>

✓
@x

@yµ

◆

<latexit sha1_base64="L4M3FhSfozSzHdfisqCSiSNEaBw="></latexit>

{xµ} , µ = 0, 1, 2, 3

<latexit sha1_base64="pN/1q10xNIcUKYDaaZjavooAbqk="></latexit>

Covariance = invariance par changement d’observateurs
= invariance par changement de coordonnées 4D



§ Ligne d’univers

§ Quadri-vitesse                       vecteur unitaire sans dimension
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Ligne d’univers

~u

<latexit sha1_base64="ikcsaunlU7YqEzoU139Z/IhKn6E="></latexit>

~u

<latexit sha1_base64="ikcsaunlU7YqEzoU139Z/IhKn6E="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="Hi7347Yu4gFbm4P8HJQjqzdzppM="></latexit>

Translation Mouvement 
quelconque

�(s) : R ! M

<latexit sha1_base64="eW/tvnxWT/5h9Qbd1drJWl6w1I8="></latexit>

uµ =
dxµ

ds

<latexit sha1_base64="nbF7HlSJdpO3CA1ILsvtHkBeSQY="></latexit>

Aspects géométriques

§ Un corps     est un volume, sous espace 3D, de MB

<latexit sha1_base64="Hi7347Yu4gFbm4P8HJQjqzdzppM="></latexit>

§ Le mouvement de     correspond 
à l’ensemble des lignes 
d’univers qui intersectent

§ Un mouvement est donc un 
tube d’univers
=congruence des lignes 
d’univers qui passent par 

B0

<latexit sha1_base64="gR4cTwMaTueHbsWojl490srBzug="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="Hi7347Yu4gFbm4P8HJQjqzdzppM="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="Hi7347Yu4gFbm4P8HJQjqzdzppM="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="Hi7347Yu4gFbm4P8HJQjqzdzppM="></latexit>
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• Observateur propre tel que

Observateur propre

en tout point 

• Cet observateur existe : 
Théorème du redressement d’un champ de vecteurs

• La quadri-vitesse est un vecteur unitaire en direction du temps

Lignes d’univers

~u

<latexit sha1_base64="ikcsaunlU7YqEzoU139Z/IhKn6E="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="Hi7347Yu4gFbm4P8HJQjqzdzppM="></latexit>

Changement 
de carte 

Quadri-vitesse : 

Observateur propre Observateur courant

<latexit sha1_base64="vXljfHJnEoSokfu28cUAECpx/44="></latexit>

ûµ =
dXµ

ds
=

0

BB@

1
0
0
0

1

CCA



• Changement de cartes entre 
l’observateur propre et l’observateur courant :

Matrice de passage : 

10

Observateur propre
Application tangente

Temps

• Exemple avec  un glissement :

x P(1,1)

et son inverse F’ 

x P(1,1)

Observateur propre Observateur courant



Projecteurs
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Projecteurs
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Dérivée de Lie
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Deux champs de vecteurs

U V



Dérivée de Lie

14

Deux champs de vecteurs définis sur le même volume :

La dérivée de Lie de V dans le champ U :                   = Dérivée convective

Exprime la variation de V vue par U et

On peut définir la dérivée de Lie d’autres quantités.   

U

V



Dérivée de Lie

15

Soit la dérivée de Lie dans le champ de quadri-vitesse u.
On a alors :

Fonction

Densité scalaire

Vecteur

Tenseur covariant

• Taux de déformations d :



Plan

§ Aspects géométriques
§ Tenseur des déformations 
§ Construction d’un bilan de puissance : 

définition du tenseur moment-énergie
§ Hyper-élasticité anisotrope covariante
§ Conclusion
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Tenseur des déformations
espace-temps

b̂µ⌫ =

0

BBB@

1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1

CCCA

<latexit sha1_base64="u1S7VwgcP8PM8nKY5O6YHyliotw="></latexit>

• Tenseur des déformations covariant

Lignes d’univers
~u

<latexit sha1_base64="ikcsaunlU7YqEzoU139Z/IhKn6E="></latexit>

Quadri-vitesse : 

Observateur propre Observateur courant

B

<latexit sha1_base64="Hi7347Yu4gFbm4P8HJQjqzdzppM=">AAACznicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRKp6LLUjcsK9gFtkcl02obmRTIplFLc+gNu9bPEP9C/8M6YglpE JyQ5c+45d+be60Sem0jLes0ZK6tr6xv5zcLW9s7uXnH/oJmEacxFg4deGLcdlgjPDURDutIT7SgWzHc80XLGVyremog4ccPgVk4j0fPZMHAHLmeSqE7XZ3LEmTerze+KJats6WUuAzsDJWSrHhZf0EUfIThS+BAIIAl7YEjo6cCGhYi4HmbExYRcHReYo0DelFSCFIzYMX2HtOtkbEB7lTPRbk6nePTG5DRxQp6QdDFhdZqp46nOrNjfcs90TnW3Kf2dLJdPrMSI2L98C+V/faoWiQEudQ0u1RRpRlXHsyyp7oq6ufmlKkkZIuIU7lM8Jsy1c9FnU3sSXbvqLdPxN61UrNrzTJviXd2SBmz/HOcyaJ6V7Ur5/KZSqtayUedxhGOc0jwvUMU16mjojj/iCc9G3ZgYc+P+U2rkMs8hvi3j4QNrM5Ph</latexit>

Changement 
de carte b

F      F’



• Tenseur des dilatations b tel que :

Changement de carte du système propre au courant  

18

Tenseur des déformations
espace-temps

b̂µ⌫ =

0

BBB@

1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1

CCCA

<latexit sha1_base64="u1S7VwgcP8PM8nKY5O6YHyliotw="></latexit>

• Tenseur dont les composantes dans le système de 
coordonnés propre sont : 

bµ⌫ = F 0�
µF

0
⌫ b̂�

<latexit sha1_base64="XGJ9sgpI4MQbH0SrIIqth+yZ9vE="></latexit>

• Tenseur des déformations covariant

• Tenseur des déformations e tel que :

<latexit sha1_base64="Nro3FDL9mqxjnuFQox0T1AheDiI="></latexit>

e =
1

2
(g � b)
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Taux de déformation

• On a :                                          car

• Et donc :

b̂µ⌫ =

0

BBB@

1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1

CCCA

<latexit sha1_base64="u1S7VwgcP8PM8nKY5O6YHyliotw="></latexit>

• Tenseur dont les composantes dans le système de coordonnés propre sont : 
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Bilan
tenseurs des déformations

• Les tenseurs sont 4x4

• Les tenseurs sont définis localement

• Définitions utilisables en relativité générale

• Lien avec le taux de déformation via la dérivé de Lie



Plan

§ Aspects géométriques
§ Tenseur des déformations 
§ Construction d’un bilan de puissance : 

définition du tenseur moment-énergie
§ Hyper-élasticité anisotrope covariante
§ Conclusion
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Densité d’énergie

• Densité d’énergie

g = � |g|

<latexit sha1_base64="iigWNESeWyyUtPtLFxXutszraX0="></latexit>

avec

Géom. Matériau

<latexit sha1_base64="i8Vl2NEyFC1CXranSGWwal5eZJU="></latexit>

E(A) =

Z

⌦
A(x)d⌦

<latexit sha1_base64="gZ92W1mENcQqOJrgneE3U3DdY0c="></latexit>

A = AG +AM

<latexit sha1_base64="A9atvXVNVtnNwe2ZG/bzjWLGsf0="></latexit>

A =

p
g

2
(�2⇤+R(g)) +AM (g,ai)

<latexit sha1_base64="6Ph1uvdxemkFwEcO4mzOo39sLcs="></latexit>

R = R : g�1

R : courbure scalaire
R : tenseur de 
courbure de Ricci   



23

Bilan de puissance

• Calcul de :

<latexit sha1_base64="A9atvXVNVtnNwe2ZG/bzjWLGsf0="></latexit>

A =

p
g

2
(�2⇤+R(g)) +AM (g,ai)• Densité d’énergie

Puissance
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Bilan de puissance

• On a :

• On peut montrer que :

Avec l’identité de Palatini

et à conditions que 
<latexit sha1_base64="DOey7AmVt142VZx7mKSijl7yFvQ="></latexit>rg = 0

• Nous proposons d’écrire le bilan de puissance :

• Ce qui revient à :
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Tenseur énergie-impulsion

• On définit le tenseur énergie-impulsion 
(généralisation 4D du tenseur des contraintes):

<latexit sha1_base64="/uRtxOhco12CTc0h2iiYjuPARjI="></latexit>

@AG

@gµ⌫
+

@AM

@gµ⌫
= 0

<latexit sha1_base64="MdeCSPGpKVHxwT9nUsRzavBsEUw="></latexit>

�
p
g


Rµ⌫ +

p
g

2
(�2⇤+R) gµ⌫ + 2

@AM

@gµ⌫
= 0

<latexit sha1_base64="cm07+zy9NrtiYhF4B5loOuHjTEM="></latexit>

T = 2
@AM

@g

• Pourquoi le 2 ? :



26

Bilan

• On a les équations :

avec rT = 0

<latexit sha1_base64="7PMZLRl/6kZtKiXb8AB/aWjDpWY="></latexit>

<latexit sha1_base64="DOey7AmVt142VZx7mKSijl7yFvQ="></latexit>rg = 0

<latexit sha1_base64="cm07+zy9NrtiYhF4B5loOuHjTEM="></latexit>

T = 2
@AM

@g

<latexit sha1_base64="RvRsjoVZMV3BxoDDKq9J2s9NMaA="></latexit>

p
g

✓
R� 1

2
Rg + ⇤g

◆
= T

<latexit sha1_base64="jBGaYQmUAEjtLEPAvPG0XStFdEQ="></latexit>

AM = (g,ai)

• Le bilan de puissance :



Plan

§ Aspects géométriques
§ Tenseur des déformations 
§ Construction d’un bilan de puissance : 

définition du tenseur moment-énergie
§ Hyper-élasticité anisotrope covariante
§ Conclusion
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Tenseur énergie-moment
pour un matériau hyper élastique

<latexit sha1_base64="jBGaYQmUAEjtLEPAvPG0XStFdEQ="></latexit>

AM = (g,ai)

• Composante matière de la densité d’énergie :

avec

• On choisit pour un matériau hyper-élastique :

AM (e⇢c, g, b) = e⇢cc2 +
p
gW (g, b)

<latexit sha1_base64="7XAAAWp3TUQtVB8ihe1GZR/sKs0="></latexit>

on a bien : 

<latexit sha1_base64="cm07+zy9NrtiYhF4B5loOuHjTEM="></latexit>

T = 2
@AM

@g
• Tenseur énergie moment :

densité de masse

W énergie potentielle élastique

<latexit sha1_base64="T7Wsp1AfpxtWtq3Eb07tLqMLorA="></latexit>

e⇢c
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Tenseur énergie-moment
pour un matériau hyper élastique

Non dissipation

• Projection sur le temps et l’espace du tenseur énergie moment :
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Tenseur énergie-moment
pour un matériau hyper élastique

Non dissipation

• Projection sur le temps et l’espace du tenseur énergie moment :

Nul
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Tenseur énergie-moment
pour un matériau hyper élastique

Non dissipation

AM (e⇢c, g, b) = e⇢cc2 +
p
gW (g, b)

<latexit sha1_base64="7XAAAWp3TUQtVB8ihe1GZR/sKs0="></latexit>

<latexit sha1_base64="cm07+zy9NrtiYhF4B5loOuHjTEM="></latexit>

T = 2
@AM

@g

• Composante matière de la densité d’énergie :

• Tenseur énergie-moment :

• Projection du tenseur énergie moment :

• On impose (non dissipation) :



32

Densité d’énergie
Hyper élasticité

• Densité d’énergie :

tel que, pour un mouvement inertiel  :

Une relation covariante, le matériaux peut être anisotrope

AM (e⇢c, g, b) = e⇢cc2 +
p
gW (g, b)

<latexit sha1_base64="7XAAAWp3TUQtVB8ihe1GZR/sKs0="></latexit>

W (g, g) = 0

<latexit sha1_base64="mS1V3DFE9iwaTw3iNAMCRAJWgr0="></latexit>

Tµ⌫
0 = e⇢cc2gµ⌫

<latexit sha1_base64="Pjzf51jV2Re6mtNrUfXEcOydJ7c="></latexit>

• Choix spécifique pour l’énergie W:

Tµ⌫ =
�
e⇢cc2 +

p
gW

�
gµ⌫ + 2C↵�µ⌫(g↵� � b↵�)

<latexit sha1_base64="UXqpxZXd1m23XU/69wVW9XuDIlA="></latexit>

<latexit sha1_base64="nI/3xHIPbZ8tdCyY5K1jAt1x6Dg="></latexit>

Tµ⌫ = 2
@AM

@gµ⌫
= 2

p
g
@W

@gµ⌫
+ (e⇢cc2 +

p
gW )gµ⌫
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Conclusion

§ Tenseur des déformations 
§ Construction d’un bilan de puissance : 

définition du tenseur moment-énergie
§ Hyper-élasticité anisotrope covariante



Mecamat Aussois janvier 2023

Les grandes transformations : 
aujourd’hui et ... demain ?

Venez nombreux !
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Bilan de puissance 3D

§ Modélisation des effets élastiques dans la matière
§ Bilan de puissance pour les transformations réversibles adiabatiques:

� : d� ⇢ ̇ = 0

<latexit sha1_base64="82A/NaMWsSkAbTSOszqj3pCVQHw="></latexit>

§ Si HPP avec                et              :⇢ ⇡ cte

<latexit sha1_base64="HxFRaK3hjIa7bhf+C5TH3yYyChg="></latexit>

✓
� � @(⇢ )

@"

◆
: "̇ = 0

<latexit sha1_base64="rtBPO0lTstpGiESD/LXR9OJ6+vM="></latexit>

� =
@(⇢ )

@"

<latexit sha1_base64="9Jl1sySmf4KrtNbIKYUOjf5CT1E="></latexit>

s : tenseur des contraintes de Cauchy, 
d : taux de déformations,
r : masse volumique,
𝜓(𝜀) : énergie potentielle élastique dépend de la déformation.
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3D
la dérivée de Lie

Lv(e)µ⌫ = dµ⌫
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Définition de la dérivée de Lie

Dérivée de Lie de e

� : d� ⇢ L( ) = 0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

� : d� ⇢
@ 

@e
: d = 0

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Lu(a) =
da

dt
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Lu(T )µ⌫ = u� @Tµ⌫

@x�
+ T�⌫

@u�

@xµ
+ Tµ�

@u�

@x⌫
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>
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Espace-temps

Classique

37

Tenseur énergie-moment

PFD :

Conservation énergie
(sans thermique) :

Tenseur énergie-moment symétrique     et :

(sans thermique). avec 

T = U~u⌦ ~u+T�

<latexit sha1_base64="u+pxVVgYnWtXTk8xGfVxJfrU+mY="></latexit>

U = ⇢c2 + ⇢ 

<latexit sha1_base64="8yjulFtpfEEtdzr1asG/e29im50="></latexit>

avec

Conservation :

~u

 
u0 = 1

ui = vi

c

!

<latexit sha1_base64="HUXkP3OuL1k4ZHZWo9L3MY6RLp4="></latexit>

Tenseur des contraintes
de Cauchy :

r.� = ⇢~a

<latexit sha1_base64="HXcav9LE3haALS0Fea40unkZEzU="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="LulAi6J5ul2jCGuAQiPkm+9zGVw="></latexit>

T

<latexit sha1_base64="KohqWHY4vXXGJsW2qCIgpK1MoUY="></latexit>

Masse volumique : r

Densité spécifique
d’énergie :  

<latexit sha1_base64="ao6HfMd2JobdxkmZJ4NgNgKhTP4="></latexit>

Accélération : ~a

<latexit sha1_base64="FdA6l9o4CIfpU82FkYc57mPHP1c="></latexit>

Taux de déformation : d

~u.r.T = 0

<latexit sha1_base64="9ugjw316imKsy/pL0CiqOkKg/J4="></latexit>

Projection sur le temps :

Projection sur l’espace :

Tµ⌫ =

0

B@
U Uu1 Uu2

Uu1 U(u1)2 Uu1u2

Uu2 Uu1u2 U(u2)2

1

CA+

0

B@
0 0 0

0 ��11 ��12

0 ��12 ��22

1

CA

<latexit sha1_base64="X9DxYrzJXjYysyxbCZB5bOQ0FXA="></latexit>

@x0(Uui) + @xj (Uuiuj)� @xj�ij = 0

<latexit sha1_base64="r81qCjfr/39VG6sOwQ4L5Ypox/g="></latexit>

� : d� ⇢ ̇ = 0

<latexit sha1_base64="82A/NaMWsSkAbTSOszqj3pCVQHw="></latexit>

Exemple 2D + temps :



38

b̂µ⌫ =

0

BBB@

1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1

CCCA

<latexit sha1_base64="u1S7VwgcP8PM8nKY5O6YHyliotw="></latexit>

• Taux de déformation définir observateur inertiel:

bµ⌫ = F 0�
µF

0
⌫ b̂�

<latexit sha1_base64="XGJ9sgpI4MQbH0SrIIqth+yZ9vE="></latexit>

• Tenseur des déformations :

L’observateur propre est inertiel

en tout point 
du mouvement uµ

0 =

0

BB@

1
0
0
0

1

CCA

<latexit sha1_base64="WCIJL8eD6od+4IuKjXRLGTmoraA="></latexit>

b0 = g
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Mouvement inertiel

• Pour un mouvement inertiel Ligne 
d’univers
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Inertiel Mouvement 
quelconque
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q(0)=20°C
ambiante

q(tf)=30°C

q(t)

Plaque trouée soumise à une 
variation de température

x

Calculs Eléments-finis
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q(0)=20°C
ambiante

q(tf)=30°C

q(t)

Conservation du tenseur 
moment énergie 4D T

Forme variationnelle et Fenics
x

Calculs Eléments-finis


