Bilan de puissance et espace-temps

Emmanuelle Rouhaud, IRCAM & UTT
Anis Bousclet UTT
Benoit Panicaud, UTT

Jacky Cresson, U. Pau
Richard Kerner, SU

Réunion du GDR GDM
ENS Paris Saclay, jeudi 24 novembre 2022



Le village de vacances situé a Aussois, petit
village savoyard exposé plein sud aux portes du
Parc National de la Vanoise a 1500 m d’altitude,
est composé du centre Paul-Langevin. Un site
idéal pour vivre des vacances familiales entre
détente, loisirs, sports, mais aussi découverte,
gastronomie, patrimoine...

Mecamat Aussois janvier 2023

Les grandes transformations :
aujourd’hui et ... demain ?

Venez nombreux !



= Modélisation des effets élastiques dans la matiere :

= Energie potentielle élastique qui dépend de la déformation

y gy
1

= Comment prendre en compte ces phénomenes
avec une approche espace-temps ?

(Souriau, Synge, Eringen, Cattaneo, Carter, Choquet-Bruhat, lamoureux-
Brousse)



utt Transformations finies

;.-rou:"‘OO (ol'.vl;i;;. . 3 D
Troyes
Transformation :

XI " (XJ, t)
Application tangente F:
i Oz’
Tox7
Configuration matérielle Configuration actuelle
Po Masse volumique Jo,
L o 1 —T —1
E=_(F'F-T) e=(I-F"F
Tenseur des déformations de Lagrange Tenseur des déformations d'Euler
Second tenseur des contraintes de Tenseur des contraintes de Cauchy

Piola-Kirschhoff (PK2)



Bilan de puissance 3D

= Modélisation des effets élastiques dans la matiére

= Bilan de puissance pour les transformations réversibles adiabatiques:

0':d—p¢z()

o : tenseur des contraintes de Cauchy,

d : taux de déformations,

p : masse volumique,

Y(E) : énergie potentielle élastique dépend de la déformation.

= Est-il possible de généraliser ces notions pour la relativité ?
= Définition d'un tenseur des déformations espace-temps
= Construction d’un bilan de puissance espace-temps



Aspects géométriques
Tenseur des déformations

Construction d'un bilan de puissance :
définition du tenseur moment-énergie

Hyper-élasticité anisotrope covariante
Conclusion




utt Aspects géométriques

= Variété différentiable 4D riemannienne ‘M
tenseur métrique g de signature (1,-1,-1,-1)

= Un événement P: un point de M

=  Un systéme de coordonnées défini pour un voisinage autours de P :
{z!'} ,0u=0,1,2,3
0

=  Observateur : vecteurs de base dans |'espace tangenten P: ¢, = Fyen

ox"” 0
o hangement d'observateurs = f ion : e, =
Chang vateurs = transtormation : e, o9 ) 9

ox"
oyH

= MXGL(4, R) fibré principal sur M

ou la matrice ( ) appartient au groupe GL(4, R)

Covariance = invariance par changement d’observateurs
= invariance par changement de coordonnées 4D



’ Utt Aspects géométriques

Uil O 1o ncloq

= Ligne d'univers y(s) : R — M

dxH

ds

vecteur unitaire sans dimension

»  Quadri-vitesse yH* =

=  Un corps B est un volume, sous espace 3D, de ‘M

x0 Ligne d'univers

= Le mouvement de B correspond
a I'ensemble des lignes
d'univers qui intersectent 3

=  Un mouvement est donc un
tube d'univers
=congruence des lignes
d’univers qui passent par 5

x Translation Mouvement
quelconque



_ Utt - Observateur propre

1

0 :
= 10| entoutpoint
0

«  Cet observateur existe :
Théoréme du redressement d’un champ de vecteurs

Changement
de carte

XH — z¥

Lignes d'univers Y (s)

Quadri-vitesse : U

Observateur propre Observateur courant

*  La quadri-vitesse est un vecteur unitaire en direction du temps



Observateur propre
Application tangente

e  Changement de cartes entre
I'observateur propre et |'observateur courant :

XH — ¥
oxt

M . . Ko —
atrice de passage : ['# e
et son inverse I’ ‘

«  Exemple avec un glissement :
Xt —

P

P(1,1)

N

. flemps

X2
P(1,1)

e
X! X! '

Observateur propre Observateur courant 10




Rappel : Décomposition du vecteur
contrainte C en mécanique des milieux
continus classique :

C=o0on+T

avec la contrainte normale : 0 = C.n

—

et tangentielle : 7 = C — (C.R)
Onaaussi: C =1C et :

@Y

=]

)i

7 = C—(C.AA=IC—(
= C(I-A®A)

Si

On définit les projecteurs : ri et (I — i ® n) }
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Objectif : Décomposer les différents phénomeénes sur le temps et |'espace
@ Projection sur le temps : U
@ Projection sur |'espace (g™ ! — i ® i)
@ Application a un vecteur :
composante temporelle C;, composante spatiale %

C = CtL'i—I—ﬁ avec C, = C.i

C=C(g'-id®d) ou CH*=C(g" —utu)

@ Application a un tenseur T d'ordre deux :

T=UIQI+i®T+T®i+T

12






Dérivée de Lie

Deux champs de vecteurs définis sur le méme volume :

La dérivée de Lie de V dans le champ U: £y (V) = Dérivée convective
Exprime la variation de V vue par U et %, (V)' = U*9, V' — V*o,U*

On peut définir la dérivée de Lie d'autres quantités. 14



Soit la dérivée de Lie dans le champ de quadri-vitesse u.

On a alors:

of
KA ’LL}‘— Fonction
L) =,
A 0@ 0’&)‘ o _
Densité scalaire

Zu(a) =U (9? +CL@

7
Ou Vecteur

A A
A Obuy ou b ou Tenseur covariant

ogu(b);ux = U 8:1;)‘ + b)\uﬁ + UA OV
«  Taux de déformations d:

ZuGuy = Vyuu, +Vyu, =2d,, d

Dérivée de Lie

15



Aspects géometriques
Tenseur des déformations

Construction d'un bilan de puissance :

définition du tenseur moment-énergie
Hyper-élasticité anisotrope covariante
Conclusion

16



Tenseur des déformations
, UTt

espace-temps

waieer it de technologie
Troyes

« Tenseur des déformations covariant

-1 0 0 Mement

de carte
0o 0 -1 y b
XH =
F F’

v

o o o =
o
|
—_
o

Lignes d'univers 7Y (s)
Quadri-vitesse : U

Observateur propre Observateur courant
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Tenseur des déformations
utt

espace-temps

« Tenseur des déformations covariant

«  Tenseur dont les composantes dans le systeme de
coordonnés propre sont :

1 0 0 0
b _ [0 -1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1

«  Tenseur des dilatations b tel que : b,w/ — F/i\LF”Zbe

Changement de carte du systeme propre au courant

1

«  Tenseur des déformations etelque: e = —(g — b)

2
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Utt Taux de déformation

«  Tenseur dont les composantes dans le systeme de coordonnés propre sont :

1 0 0 0
o _ |0 -1 00
0 0 -1 0
00 0 -1

e« Ona: c’gub — () car 3’&(8)”’/ — ()

Et donc: C,S/”ue — —(gug — o%ub) =d

19



Bilan

tenseurs des déformations

e Les tenseurs sont 4x4
e Les tenseurs sont définis localement
« Définitions utilisables en relativité générale

e Lien avec le taux de déformation via la dérivé de Lie

20



Aspects géometriques
Tenseur des déformations

Construction d'un bilan de puissance :

définition du tenseur moment-énergie
Hyper-élasticité anisotrope covariante
Conclusion
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Densité d'énergie

Densité d'énergie

E(A):/Qfl(af)dQ “;l:l%?

avec A= A9 + AM

s NS A
A = \2/_5 (—2A + R(g)) |+ AY (g, a;)

R=R:g ! Zuai =10

R : courbure scalaire
R : tenseur de
courbure de Ricci

K Géom. / K Matériau j

22



Bilan de puissance

Densité d'énergie A = \2/—5 (—2A + R(g)) + AM (9,a;)

« Calculde: %, (A)

g M G
XU(A)=8(A8—|Q_A ):,,Zug—l—aaiR:,?uR

0 (A9 + AM 0AY
2, =2 (;; ):2d+%:ZuR

Puissance
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utt Bilan de puissance

. 0 (A9 + AM) OAY
Ona: 2 (A) = r L+ o LR

*  On peut montrer que :

OAY Avec l'identité de Palatini
— LR = DivV
OR et a conditions que \/ g = ()

*  Nous proposons d’écrire le bilan de puissance :

Lu(A) = DinV |

« Cequirevienta:
(A% + AM)
og

: 2,9 =0

24



Tenseur énergie-impulsion

D(AC + AM) 0A% | 0AY
ag Juv 9uv
«  On définit le tenseur énergie-impulsion
(généralisation 4D du tenseur des contraintes):
oAM
T =2——
0g
* Pourquoile2?: A= % (—2A+ R)
K
M
VY9 v + V9 (—2A + R) g" + 2 IAT

K 2K aguu

25



On a les équations :

M
T:Qﬂ avec VI =0

dg Vg =0

1

Le bilan de puissance :

Z, (A) = DV

.AM

(97 a”i)
ﬁuaz- =0

26



Aspects géometriques
Tenseur des déformations

Construction d'un bilan de puissance :

définition du tenseur moment-énergie

Hyper-élasticité anisotrope covariante
Conclusion
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Utt Tenseur énergie-moment

pour un matériau hyper élastique

Troyes

« Composante matiére de la densité d'énergie :
AM = (g,a;) avec Za;=0

«  On choisit pour un matériau hyper-élastique :

AM(ﬁCaga b) = ﬁccz +v9Wi(g,b)

P densité de masse

W énergie potentielle élastique

on a bien : oﬁ,ﬂub — () c,%u (ﬁc) — ()
OAM

* Tenseur énergie moment: 7' — 9~

0g ,



Utt Tenseur énergie-moment
S pour un matériau hyper élastique

Non dissipation

Projection sur le temps et |'espace du tenseur énergie moment :

T=UiRUi+iI®§+doi+T

Dans le systéme propre de coordonnées avec U = (1,0,0,0), on a

Al A2 A3
U ¢ q q

~ gl ol g2 513

T 272 012 022 023
673 0.13 023 033

Ce qui permet d'interpréter physiquement chaque composante :
o U densité d’énergie totale : U = p.c? = p.c? (1 + )

C2
ou p. masse volumique et p. masse volumique au repos.

@ g flux d'énergie =~ flux de chaleur

@ T = o tenseur des contraintes

@ Chaque colonne du tenseur peut étre considérée comme un flux d'énergie au
travers d'un des éléments de volume 3D, “surfaces” de |'hypervolume.
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Utt Tenseur énergie-moment
S pour un matériau hyper élastique

Non dissipation

Projection sur le temps et |'espace du tenseur énergie moment :

T=UiRUi+iI®§+doi+T

Dans le systéme propre de coordonnées avec U = (1,0,0,0), on a

Al A2 A3
U ¢ q q

7\_/“/ f]l 0.11 012 013
272 012 022 023
673 0.13 023 033

Ce qui permet d'interpréter physiquement chaque composante :
o U densité d’énergie totale : U = p.c? = p.c? (1 + )

c2

ol p. masse volumique et p. masse volumique au repos.
@ § flux d'énergie ~ flux de chaleur Nul

@ T = o tenseur des contraintes

@ Chaque colonne du tenseur peut étre considérée comme un flux d'énergie au
travers d'un des éléments de volume 3D, “surfaces” de |'hypervolume.
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Tenseur énergie-moment
pour un matériau hyper élastique

Non dissipation

« Composante matiére de la densité d'énergie :

AM(,EC,Q, b) — ﬁCCZ T \/§W(g7 b)

DAM
 Tenseur énergie-moment: ' =2 —
Jg
*  Projection du tenseur énergie moment :
uu _ 2\/_8 (ch + W)
ow ~
T u,u, = 2\/_8 + (pec” + W)
«  On impose (non dissipation) : ow u. =0

09,
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Densité d'énergie

_f’/l Utt Hyper élasticité

Densité d'énergie : AM (ﬁc, g, b) — ﬁcCQ + \/EW(Q, b)

tel que, pour un mouvement inertiel : W(g, g) =0

oA oW
T" =2 = 2./g + (pec” + /gW)g"*
g \/_fiqw/ V9
T(éL — ﬁcczgwj
o - C
Choix spécifique pour I'énergie W: W (g, b) = 5 :(g—b)® (g —b)

TH = (pec® + /GW) g" + 2C*" (gas — bag)

Une relation covariante, le matériaux peut étre anisotrope

32



= Tenseur des déformations

= Construction d'un bilan de puissance :
définition du tenseur moment-énergie

= Hyper-élasticité anisotrope covariante

Conclusion
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Le village de vacances situé a Aussois, petit
village savoyard exposé plein sud aux portes du
Parc National de la Vanoise a 1500 m d’altitude,
est composé du centre Paul-Langevin. Un site
idéal pour vivre des vacances familiales entre
détente, loisirs, sports, mais aussi découverte,
gastronomie, patrimoine...

Mecamat Aussois janvier 2023

Les grandes transformations :
aujourd’hui et ... demain ?

Venez nombreux !

34



Bilan de puissance 3D

= Modélisation des effets élastiques dans la matiere

= Bilan de puissance pour les transformations réversibles adiabatiques:

J:d—p@ﬁ:()

o : tenseur des contraintes de Cauchy,

d : taux de déformations,

p : masse volumique,

Y () : énergie potentielle élastique dépend de la déformation.

= SiHPPavecp ~ cte et d = € :

(U - 3(pw)> e 0(py)

Oe o= 85
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3D

la dérivée de Lie

o:d—poy >0 1p(e)

Définition de la dérivée de Lie

oT ou ou da
A 124
Lo(T) =u T + TA,,—&UM + T} 2y

Dérivée de Lie de e ﬁ,v (e)uz/ = d,LW

oc:d—pLWY)=0 o:d pgf:d:()

36



Classique

Masse volumique : p

Densité spécifique
d'énergie : 1)

Taux de déformation : d
Accélération :CY

Tenseur des contraintes
de Cauchy : Or

Conservation énergie
(sans thermique) :

O':d—p@b:O
PFD :

V.o = pa

Tenseur énergie-moment

Espace-temps

Tenseur énergie-moment symétriqueTet :
T=UuRu+T,

(sans thermique). avec U = ch + py

Exemple 2D + temps :

U Uut Uu? 0 0 0
™ = |Uu' UW)? Uulv? |+ |0 —ol! —0o!2
Uu?  Uulu?  U(u?)? 0 —ol?2 —o?2

Conservation : VT p— O
Projection sur le temps :
u.V.T =0

Projection sur I'espace :

Do (UUY) 4 Ops (U v ) —

0,07 =0
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Mouvement inertiel
2 H-;E;t(.}n;;;;w

Troyes

Ligne
d’univers

e  Pour un mouvement inertiel

L'observateur propre est inertiel
1

en tout point

0
Yo= 10| dumouvement
0

x| Inertiel Mouvement
quelconque

e Taux de déformation définir observateur inertiel:

 Tenseur des déformations : bO =g

1 0 0 0
IN /K] - 0O -1 0 0

p— KV
b,uu F MF VbA,{ b 00 -1 0
0 O 0 -1
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utt Calculs Eléments-finis

waieer it de technologie
Troyes

Plague trouée soumise a une

variation de température 0(0)=20°C

ambiante
¢ ¢
O(t;)=30°C




, UtT Calculs Eléments-finis
=

waiversite de technologie
Troyes

Conservation du tenseur

moment énergie 4D T VI=0
0(0)=20°C
Forme variationnelle et Fenics

ambiante
>
/ T : Vo df) = / Tnv dV % X 0(t)=30°C
Q Vv
e (): the 4D volume

e V: the 3D boundary of (2
e n: the outer normal on V

e v: trial function

E ¢ q g
Qx Ozxzx Oxy Ogz
Qy Ozy Oyy Oyz

qz Ogxz Oyz Ozz
40
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