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Introduction

@ Géométrie d’'une surface

@ plan tangent

@ normale

@ variations : courbure
@ Courbure de I'espace et relations de Codazzi.
@ Géométrie d’'une coque

@ Meétriques initiales et déformée
o Déformation et variations de courbure
@ Choix de modélisation

@ Introduire les intégrales invariantes et application
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Géométrie d’'une surface

Equation d’une surface ( deux parametres, «, (3)

. B _0S , 0S
OM = Xo(X*) €S, S(Xo) =0, N= /||

Plan tangent: dM =d X, = A,dX“

oM
A, = IX0" NA,=0
Base réciproque (A%)
A Az =45
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Tenseur métrique
dM? = G,p dX®dX?
Gop = AnAg, G =A"A°, G=det(G,p)

La métrique est l'identité du plan :

= G A 0 A=A°2 A, =A, 2 A"
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Le vecteur unitaire normal a la surface satisfait :

0S 0S AN A

N: f—
7%, 5%, = Ay A Al

Nous avons les propriétés suivantes

N A A Z\/EAZ, N A Azz—\/g A, |\A1AA2|\=\/E

Surface unitaire
dy =V GdX' dXx>.
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Variations et courbures

Base locale : .
85Aa = FlﬁAv + KagN.

0,A = —T, A 1+ KON,
OaN = —K,pA° = —KEA;.

Dérivée covariante
VA% = KgN, V,A, = KoyN.

u=u“A, = UA“,

o ou ca
V5U = W + FMUV
ou, o,
Vﬁua W raﬁU»y
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Courbure de I'espace

Les symboles de Christoffel satisfont:

1 oAY o o o
35 =5G (Gayp+ Gy — Gasy)

Le tenseur de Riemann-Christoffel :(u = u~A,)

RS 5, =V, Vgu® — VsV, u®
RSay = sy =My + rﬁAra r%r%”u
R.s = R)s (Ricci)

Q,
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Propriétés

Dimension 2 : une seule composante non-nulle Rz 12
Dimension 3 : 6 composantes, mais 3 relations indépendantes

C Cylindre—ng,lg =0
/1 c
‘B

4

Sphere—ng,lg 75 0 B
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Mouvement de la surface

Mouvement :
m=M+4 u“A, + wN.

Plan tangent transporté

a, = L) Ay + (VoW + UKy, )N
Ly =63+ VoUt — WK

La normale a la surface déformée
nilai A al| = a1 A az.

aj A ap = A A Ax(1+Viu' + Vo — wTrK)
+ Ai AN(Oow + U)‘Kg)\)
— Ay AN(Oyw + UM Kqy) + ordre 2
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Base transportée

a, = (6) + Vout —wK)) Ay + (VoW 4 u* Kyo)N.
Donc la normale au premier ordre
n=N — (VoW + UKy, )A".
Variations
080 =T A, + Koy N
+0,(Val — WK2)Ay + (Vo — wK)(T A, + KyoN)

+ 05(VaW + UKy )N — (Vow + 0" Ky ) KD Ag
Oyn=—K,gA® — 9, (Vow + UKy, ) A

— (VoW + U Ko ) (KN = T2 A)
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Variations

Symétries

0,8, =T A, + Ko, N
+0,(Valt = WKL) Ay + (Vo — wK)(Th Ay + KiaN)
+ 0, (VaW + UM Kpo)N = (VoW + UM Ky ) KP Ag

Deux relations pour tout (u*, w) (Codazzi)

Ovao.N =T}, Ky, + 0, Kua =, Ko + 02 Ky

&,aa.Aﬁ = F‘j\‘ﬁﬁ + rgkrgu — Kga Kf; = F‘j\‘%ﬁ + rgAr;“H — K\ Kg
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Interprétation

Premiére relation :
EA EA =5\ =5
aﬁ”(ﬂ”_rwt K)\a - r«,a K)\p = aoz K/w_ra,;z,K)\”/ - rwaK)\u'
soit
v’yKqu = va’gw-

Deuxiéme relation

e} e}

o o o )
« Iora a __ ra bora a
AB,y + rry)\ rﬂ/L - Kﬂ)\ Kfy - r)«y.ﬂ + r‘ﬁ)\ YL K"f)x Kﬂ

Rf,ﬁv = riﬁﬁ - ri‘%b’ + rﬁxr% - Fz)\ gu'

Soit R12712 = G detK
Plaque et cylindre circulaire avant déformation : espace plan
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Sphere—ng,lg = 1/R2

Cylindre—ng,lg =0
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Courbure

Le tenseur de courbure de I'état déformé est
Koy = N.0,a,.
A l'ordre 1
kar = Koy + (Vo = WKZ) Ky, + Vo (VaW + 0 Kya).
symétrique car on retrouve la relation de Codazzi:

vﬂ/ l{/m, = Va I'(,u,“/ .
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Métrique d’'une coque

Description géométrique et plan tangent

oM
M= Mo+ 2N, E.= i = nlAs.

Transformation linéaire de la fibre moyenne a la cote Z
po =085~ ZK5, 0=p.p— Tr(p)p+lrdetp
pldetp=Trply—p

Base réciproque
E* = (n)3.A"

Tenseur métrique et courbure

Gap = e, Gw&/lam kaﬂ = Nngﬁ
[

Oy _ a2, O s
ox? = Holear t gxa = Taaky

r’yﬁuy = :U‘a
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Courbure de I'espace déformé

Le tenseur de Riemann -Christoffel devient
R12,12 = gdet(k)
En HPP, dans le cas plan

_ o o o
Ri2,12 = €71 20 + €22 11 — 267 12-

@ Si Ry 12 = 0 les déformations du plan sont compatibles.

@ Siincompatibilité : (thermique, plastique) ajouter des
déformations élastiques ou bien la plaque ne reste pas
plane.

@ Piloter k en engendrant e, voir SU-Espci
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Mouvement de la coque

Mouvement: (M =My, +ZN,u=uo+Z Uy.... w = wo +2Z wjy...
m= M+ u*(X?,Z)A, + w(X, 2)N.
dM = E.dX“+ dZ N,.
Plan tangent transporté
€, =LA, + (VoW + U*Kyo )N =F.E,
LY = p) + Vaut — wK)

Normale 9 9
w u“
n, = (1 + —)N + 8—2

57 A, =F.N.

17
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Métrique initiale
9(2)ap = 1o Grsty = Gap—2ZK2 Grg— GarK3 Z+ 22K, GasKj.
Métrique déformée

C=F'F, C,-,=0=n=N.

En effet a I'ordre un en déplacement

N o 8U6 N
CZa = Hq G’ycia—z + VoW + U" Ky, =0.

ou”
— — A a == N —Aa-
n N (VQW +u K)\a)E + 0Z
car
o' -1\« o B
E°=(u")5G A,
i.e (Love-Kirchoff)
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Membrane et courbure

1
5(C—9ap = Ely — Z(Kas — Kap) + 2%
Le tenseur des déformations s’écrit donc
E = (EJ; — ZB.s)E" ® E”.
En utilisant Ia relation E* = (.~ ")3A” on obtient
E = (EJ; — zba3)A* ® A°.

alors
2bys = 2Bup — KQEZ’B — Eg”’ng.

Ce choix de variations de courbure est utilisé par divers auteurs

GDR-231122 1 9



D’autres choix sont possibles, a partir des composantes mixtes
suivant les métriques choisies.

En gardant le méme paramétrage, pour la métrique de la cote z
les composantes mixtes du tenseur de courbure sont kS et
choisir in fine pour variation de courbure

kP — KP.

On obtient ainsi des modéles différents

Timoshenko, Novozilov, von Karman, Kirchoff-Love, Nagdhi,
Reissner,...

Pour chaque choix, l'utilisation des composantes mixtes est
préférable.

Les équations d’équilibre associées a ces choix de
déformations et de variations de courbure seront différentes.

GDR-231122
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Intégrales Invariantes

Les déformations, et les courbures dépendent de champs de
déplacement et de leur gradients

(u, w, Ua, b0 = W, Wap = 9,5)=(Q(U7 w, 0)7 Vaq).

Soit une énergie (g, Vq)

Equations d’état

- ovq’ - 0q’
$
Ezvq, Ea:vaq, O'Ol:g?.

Variations de I'énergie

0d = / Q.09 + 0“.V,0q dw
Q

/5<D dw:/(Q—Vaao‘).éqdw—l—/ n.o.jqds
Q Q o

On en déduit donc
dve—-—Q=0, T=no
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Intégrale invariante

Soit #(g, Vg, X)

od od od od
Va® = 5 VI 5 Vae’ + gve = QVaq +07.VaVsq + oor
od
= Q.Vq+ Vg(0°.Vaq) — Vo’ Vaq + G
oP
— B
V/g(O' Vaq) + 59X
/VQCD:/ dn, ds:/ n.a.Vaqu+/ oo d
Q 09 09 q 0X®

soit

od
/—!/C(¢na—n-0-VQQ) ds—/ﬂa)(a d2=0

(Eshelby, 1957)
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Intégrale duale

Introduisons I'énergie complémentaire, (cas homogene)

¢+ P*=0e+Qq=0.Vg+ Qq

Propriétés:
/ (c.e+Q.9) nadQ:/Va
N Q
a0
Soit encore

l:/CDna—ngaﬂ.Vaqu: I :/
c
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VﬁO‘ q+Qq)

5q))

—o*n, + ngVao”.qdS.
c
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Dans le cas 3D, en élasticité on obtient pour les fissures, les
intégrales J de Rice-Eshelby, /* de Bui.

Pour les milieux généralisés on retrouve l'intégrale proposé par
Eshelby (~ 1957)

.....

convexité de ®)

o oo

q)(E,Oé),CT:%, A:—a—a

(0, A)P" = —P(e,a)+0:e — Aa

Intégrale invariante C = 'y U (—I2)

r Ve

I / ®*ny — nVyo.udS — VAy.a dQ
r Vi
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Invariance des intégrales de contour si le corps est homogene !
Il existe d’autres intégrales invariantes, de méme nature que
celles obtenues en 3D.

Ces intégrales sont utiles pour décrire la présence de défaut
dans les coques.

Remarque

Soit les tenseurs d’Eshelby primal et dual

p=®o1-0.Vu,
p*=o"1-Vo.u

alors

*

. o0 ., 0
divp + X 0, divp"+ X 0.
les intégrales de contour proviennent de la conservation des
tenseurs d’Eshelby.
Les dérivées partielles par rapport a X montrent la part de

l'inhomogénéité du comportement.
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Conclusion

GDR-231122

Analyse des géométries des surfaces et des coques

Lien entre les tenseurs de courbure et le tenseur de
courbure de I'espace

Déformations de membrane et tenseur de courbure sont
liges

Le tenseur de Riemann-Christoffel induit la compatibilité
entre déformations et tenseur de courbure.

Pour un milieu continu généralisé homogeéne, il existe des
intégrales invariantes de contour comme en 3D

Merci pour votre attention
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