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Introduction

Géométrie d’une surface

plan tangent

normale

variations : courbure

Courbure de l’espace et relations de Codazzi.

Géométrie d’une coque

Métriques initiales et déformée

Déformation et variations de courbure

Choix de modélisation

Introduire les intégrales invariantes et application
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Géométrie d’une surface

Equation d’une surface ( deux paramètres, α, β)

OM = X o(X
α) ∈ S, S(X o) = 0, N =

∂S

∂ Xo
/||

∂S

∂ X o
||

Plan tangent : dM = d X o = AαdXα

Aα =
∂M

∂Xα
, N .Aα = 0

Base réciproque (Aα)

A
α.Aβ = δαβ
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Métrique

Tenseur métrique

dM2 =
◦

Gαβ dXα
dXβ

◦

Gαβ = Aα.Aβ,
◦

Gαβ = A
α.Aβ,

◦

G = det(
◦

Gαβ)

La métrique est l’identité du plan :

I =
◦

GαβA
α ⊗ A

β = A
α ⊗ Aα = Aα ⊗ A

α
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Surface

Le vecteur unitaire normal à la surface satisfait :

N =
∂S

∂ Xo
/||

∂S

∂ X o
|| =

A1 ∧ A2

||A1 ∧ A2||

Nous avons les propriétés suivantes

N ∧ A1 =

√

◦

G A
2, N ∧ A2 = −

√

◦

G A
1, ||A1 ∧ A2|| =

√

◦

G

Surface unitaire

dΣ =

√

◦

G dX 1
dX 2.
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Variations et courbures

Base locale :

∂βAα =
◦

ΓγαβAγ + KαβN .

∂γA
α = −

◦

ΓαγβA
β + K

α
γN.

∂αN = −KαβA
β = −K

β
αAβ.

Dérivée covariante

∇γA
α = K

α
γN, ∇γAα = KαγN.

u = uα
Aα = uαA

α,

∇βuα =
∂uα

∂Xβ
+

◦

Γαβγuγ

∇βuα =
∂uα

∂Xβ
−

◦

Γγαβuγ

GDR-231122 6



Courbure de l’espace

Les symboles de Christoffel satisfont:

◦

Γλαβ =
1

2

◦

G
λγ

(
◦

Gαγ,β +
◦

Gβγ,α −
◦

Gαβ,γ)

Le tenseur de Riemann-Christoffel :(u = uαAα)

uλRα
λ,βγ = ∇γ∇βuα −∇β∇γuα

Rα
λ,βγ =

◦

Γαλβ,γ −
◦

Γαλγ,β +
◦

Γµβλ
◦

Γαγµ −
◦

Γµγλ
◦

Γαβµ

Rαβ = Rλ
α,λβ (Ricci)
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Propriétés

Dimension 2 : une seule composante non-nulle R12,12

Dimension 3 : 6 composantes, mais 3 relations indépendantes

Sphere-R12,12 6= 0

Cylindre-R12,12 = 0C

B

D

A

C

B

D

A
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Mouvement de la surface

Mouvement :

m = M + uα
Aα + wN.

Plan tangent transporté

aα = Lλ
α Aλ + (∇αw + uλ

Kλα)N

Lλ
α = δλα +∇αuλ − w K

λ
α

La normale à la surface déformée

n ||a1 ∧ a2|| = a1 ∧ a2.

a1 ∧ a2 = A1 ∧ A2(1 +∇1u1 +∇2u2 − w Tr K)

+ A1 ∧ N(∂2w + uλ
K2λ)

− A2 ∧ N(∂1w + uλ
K1λ) + ordre 2
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Base transportée

aα = (δλα +∇αuλ − w K
λ
α)Aλ + (∇αw + uλ

Kλα)N .

Donc la normale au premier ordre

n = N − (∇αw + uλ
Kλα)A

α.

Variations

∂γaα =
◦

Γµαγ Aµ + KαγN

+ ∂γ(∇αuλ − w K
λ
α)Aλ + (∇αuλ − w K

λ
α)(

◦

Γµλγ Aµ + KλαN)

+ ∂γ(∇αw + uλ
Kλα)N − (∇αw + uλ

Kλα)K
β
γAβ

∂γn = −KγβA
β − ∂γ(∇αw + uλ

Kλα)A
α

− (∇αw + uλ
Kλα)(K

α
γ N −

◦

ΓαγβA
β)
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Variations

Symétries

∂γaα =
◦

Γµαγ Aµ + KαγN

+ ∂γ(∇αuλ − w K
λ
α)Aλ + (∇αuλ − w K

λ
α)(

◦

Γµλγ Aµ + KλαN)

+ ∂γ(∇αw + uλ
Kλα)N − (∇αw + uλ

Kλα)K
β
γAβ

Deux relations pour tout (uλ,w) (Codazzi)

∂γaα.N ⇒
◦

Γλαµ Kλγ + ∂γ Kµα =
◦

Γλγµ Kλα + ∂α Kµγ

∂γaα.A
β ⇒

◦

Γαλβ,γ +
◦

Γµγλ
◦

Γαβµ − Kβλ K
α
γ =

◦

Γαλγ,β +
◦

Γµβλ
◦

Γαγµ − Kγλ K
α
β
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Interprétation

Première relation :

∂γKµα−
◦

ΓλγµKλα −
◦

ΓλγαKλµ = ∂αKµγ−
◦

ΓλαµKλγ −
◦

ΓλγαKλµ.

soit

∇γKµα = ∇αKµγ .

Deuxième relation

◦

Γαλβ,γ +
◦

Γµγλ
◦

Γαβµ − Kβλ K
α
γ =

◦

Γαλγ,β +
◦

Γµβλ
◦

Γαγµ − Kγλ K
α
β .

Rα
λ,βγ =

◦

Γαλβ,γ −
◦

Γαλγ,β +
◦

Γµβλ
◦

Γαγµ −
◦

Γµγλ
◦

Γαβµ.

Soit R12,12 =
◦

G det K

Plaque et cylindre circulaire avant déformation : espace plan
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Sphere-R12,12 = 1/R2

Cylindre-R12,12 = 0C

B

D

A

C

B

D

A
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Courbure

Le tenseur de courbure de l’état déformé est

kαγ = n.∂γaα.

A l’ordre 1

kαγ = Kαγ + (∇αuλ − w K
λ
α)Kλγ +∇γ(∇αw + uλ

Kλα).

symétrique car on retrouve la relation de Codazzi:

∇γKµα = ∇αKµγ .
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Métrique d’une coque

Description géométrique et plan tangent

M = Mo + ZN, Eα =
∂M

∂Xα
= µβ

αAβ.

Transformation linéaire de la fibre moyenne à la cote Z

µβ
α = δβα − Z K

β
α, 0 = µ.µ− Tr(µ)µ+ I2 detµ

µ
−1 detµ = Trµ I2 − µ

Base réciproque

E
α = (µ−1)αβ .A

β.

Tenseur métrique et courbure

gαβ = µγ
α

◦

Gγδµ
δ
β, kαβ = µγ

αKγβ

Γγαβµ
δ
γ = µλ

α

◦

Γδβλ +
∂µδ

α

∂Xβ
= µλ

β

◦

Γδαλ +
∂µδ

β

∂Xα
= Γγβαµ

δ
γ
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Courbure de l’espace déformé

Le tenseur de Riemann -Christoffel devient

R12,12 = g det(k).

En HPP, dans le cas plan

R12,12 = ε
o
11,22 + ε

o
22,11 − 2εo

12,12.

Si R12,12 = 0 les déformations du plan sont compatibles.

Si incompatibilité : (thermique, plastique) ajouter des

déformations élastiques ou bien la plaque ne reste pas

plane.

Piloter k en engendrant εo voir SU-Espci
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Mouvement de la coque

Mouvement : (M = Mo +ZN,u = uo + Z u1...,w = wo +Z w1...

m = M + uα(Xβ,Z )Aα + w(Xα,Z )N.

dM = EαdXα + dZ N, .

Plan tangent transporté

eα = Lλ
α Aλ + (∇αw + uλ

Kλα)N = F.Eα

Lλ
α = µλ

α +∇αuλ − w K
λ
α

Normale

nz = (1 +
∂w

∂Z
)N +

∂uα

∂Z
Aα = F.N .
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Métrique initiale

g(z)αβ = µλ
α

◦

Gλδµ
δ
β =

◦

Gαβ−ZK λ
α

◦

Gλβ−
◦

GαλK λ
β Z+Z 2K λ

α

◦

GλδK
δ
β .

Métrique déformée

C = F
T .F, CαZ = 0 ⇒ n = N.

En effet à l’ordre un en déplacement

CZα = µγ
α

◦

Gγδ
∂uδ

∂Z
+∇αw + uλ

Kλα = 0.

n = N − (∇αw + uλ
Kλα)E

α = N +
∂uα

∂Z
Aα.

car

E
α = (µ−1)αβ

◦

G
βγ

Aγ .

i.e (Love-Kirchoff)
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Membrane et courbure

C = Co − 2Z k + ....

1

2
(C − g)αβ = E

m
αβ − Z (kαβ − Kαβ) + Z 2....

Le tenseur des déformations s’écrit donc

E = (Em
αβ − ZBαβ)E

α ⊗ E
β .

En utilisant la relation E
α = (µ−1)αβA

β on obtient

E = (Em
αβ − zbαβ)A

α ⊗ A
β.

alors

2bαβ = 2Bαβ − K γ
αE

m
γβ − E

m
αγK

γ
β .

Ce choix de variations de courbure est utilisé par divers auteurs
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D’autres choix sont possibles, à partir des composantes mixtes

suivant les métriques choisies.

En gardant le même paramétrage, pour la métrique de la cote z

les composantes mixtes du tenseur de courbure sont k
β
α et

choisir in fine pour variation de courbure

kβ
α − K β

α .

On obtient ainsi des modèles différents

Timoshenko, Novozilov, von Karman, Kirchoff-Love, Nagdhi,

Reissner,...

Pour chaque choix, l’utilisation des composantes mixtes est

préférable.

Les équations d’équilibre associées à ces choix de

déformations et de variations de courbure seront différentes.
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Intégrales Invariantes

Les déformations, et les courbures dépendent de champs de

déplacement et de leur gradients

(u,w ,u,α, θα = w,α,wαβ = θ,β)=(q(u,w , θ),∇q).

Soit une énergie Φ(q,∇q)
Equations d’état

σ =
∂Φ

∂∇q
, Q =

∂Φ

∂q
.

ε = ∇q, εα = ∇αq, σα =
∂Φ

∂εα
.

Variations de l’énergie

δΦ =

∫

Ω

Q.δq + σ
α.∇αδq dω

∫

Ω

δΦ dω =

∫

Ω

(Q −∇ασ
α).δq dω +

∫

∂Ω

n.σ.δq ds

On en déduit donc

divσ − Q = 0, T = n.σ
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Intégrale invariante

Soit Φ(q,∇q,X )

∇αΦ =
∂Φ

∂q
.∇q +

∂Φ

∂εβ
.∇αε

β +
∂Φ

∂Xα
= Q.∇αq + σ

β.∇α∇βq +
∂Φ

∂Xα

= Q.∇q +∇β(σ
β.∇αq)−∇βσ

β.∇αq +
∂Φ

∂Xα

= ∇β(σ
β.∇αq) +

∂Φ

∂Xα

∫

Ω

∇αΦ =

∫

∂Ω

Φnα ds =

∫

∂Ω

n.σ.∇αq ds +

∫

Ω

∂Φ

∂Xα
dΩ

soit

I =

∫

C

(Φnα − n.σ.∇αq) ds −

∫

Ω

∂Φ

∂Xα
dΩ = 0

(Eshelby, 1957)
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Intégrale duale

Introduisons l’énergie complémentaire, (cas homogène)

Φ+Φ∗ = σ.ε+ Qq = σ.∇q + Q.q

Propriétés:

∫

∂Ω

(σ.ε+ Q.q)nα dΩ =

∫

Ω

∇α

(

∇β(σ
β.q)−∇βσ

β.q + Q.q
)

dS

=

∫

∂Ω

nβ

(

∇α(σ
βq)

)

dS

Soit encore

I =

∫

C

Φnα − nβσ
β.∇αq dS = I∗ =

∫

C

−Φ∗nα + nβ∇ασ
β.q dS.
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Dans le cas 3D, en élasticité on obtient pour les fissures, les

intégrales J de Rice-Eshelby, I∗ de Bui.

Pour les milieux généralisés on retrouve l’intégrale proposé par

Eshelby (≈ 1957)

En élastoplasticité on obtient (plasticité à écrouissage positif,

convexité de Φ)

Φ(ε, α),σ =
∂Φ

∂ε
, A = −

∂Φ

∂α
Φ∗(σ,A)Φ∗ = −Φ(ε, α) + σ : ε− A.α

Intégrale invariante C = Γ1 ∪ (−Γ2)

IΓ1
= IΓ2

=

∫

Γ

Φnx − n.σ.∇xu dS +

∫

VΓ

A∇x .α dΩ =

I∗
Γ

∫

Γ

Φ∗nx − n.∇xσ.u dS −

∫

VΓ

∇Ax .α dΩ
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Invariance des intégrales de contour si le corps est homogène !

Il existe d’autres intégrales invariantes, de même nature que

celles obtenues en 3D.

Ces intégrales sont utiles pour décrire la présence de défaut

dans les coques.

Remarque

Soit les tenseurs d’Eshelby primal et dual

p = Φ I − σ.∇u,

p∗ = Φ∗
I −∇σ.u

alors

div p +
∂Φ

∂X
= 0, div p∗ +

∂Φ∗

∂X
= 0.

les intégrales de contour proviennent de la conservation des

tenseurs d’Eshelby.

Les dérivées partielles par rapport à X montrent la part de

l’inhomogénéité du comportement.
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Conclusion

Analyse des géométries des surfaces et des coques

Lien entre les tenseurs de courbure et le tenseur de

courbure de l’espace

Déformations de membrane et tenseur de courbure sont

liées

Le tenseur de Riemann-Christoffel induit la compatibilité

entre déformations et tenseur de courbure.

Pour un milieu continu généralisé homogène, il existe des

intégrales invariantes de contour comme en 3D

Merci pour votre attention
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