
26ème Congrès Français de Mécanique

Contact de Nitsche et modèles de 
poutre associés

Matthieu SCHORSCH

Directeur de thèse : Pr. Yves RENARD

Co-directeurs de thèse : Pr. David DUREISSEIX & Pr. Thomas ELGUEDJ

Encadrants : Cédric POZZOLINI & Nadim MOUSSALLAM

28 août 2025



Les biens marqués « AL » différent de « N » sont soumis aux 

autorisations d’exportation des Etats de l’Union Européenne lors 

d’une exportation à l’intérieur ou hors de l’Union Européenne.

Les biens marqués « ECCN » différent de « N » ou « EAR99» 

sont soumis aux autorisations de réexportation américaine. Avec 

ou sans marquage « AL :N », « ECCN :N » ou « ECCN:EAR99 », 

une autorisation d’exportation peut néanmoins être nécessaire en 

fonction de la destination et de l’utilisation de ces biens.



Sommaire

1. Contexte

1.1 Mécanique du contact

1.2 Méthodes pour simuler numériquement le contact

1.3 La méthode de Nitsche

2. Objectifs de la thèse

2.1 Modèles classiques de poutre avec Nitsche

2.2 Modèle de « Timoshenko-enrichi »

2.3 Conclusion et perspectives



1.1 La mécanique du contact

• Nécessité de prendre en compte le contact entre des solides déformables ou rigides

• Conditions de contact formulées par des inégalités et des équations non-linéaires

• Le problème de contact peut s’écrire sous forme faible et il faut utiliser le cadre mathématique
des inéquations variationnelles

+
Problème statique d’élasticité linéaire Conditions de contact (sans frottement)



1.1 La mécanique du contact 

❑ Problèmes ouverts (sauf cas particuliers) :

• Existence
• Unicité
• Stabilité et convergence des schémas numériques

S’assurer de la convergence du problème discrétisé vers le problème continu

❑ Méthodes de simulation numérique du contact :

• La méthode de pénalité
• Les méthodes Lagrangiennes
• Les méthodes de Nitsche



1.2 Les méthodes pour simuler numériquement le contact 

remplacées par

• Méthode de pénalité :

• Méthodes Lagrangiennes : 

N’autorise pas d’inter-pénétration :
Introduction d’un multiplicateur de Lagrange qui représente la réaction de contact

• Lagrangien pur : une inconnue supplémentaire  

• Lagrangien augmenté : algorithme itératif sur le multiplicateur de Lagrange pour faire 
respecter la contrainte de non-pénétration

Autorise l’inter-pénétration : 
Introduction d’un « ressort » de rappel de raideur 𝐾𝑁



1.2 Les méthodes pour simuler numériquement le contact

Inconvénients de ces méthodes :

Pénalité :
• Méthode non consistante
• Paramètre 𝐾𝑁 trop faible ⇒ trop grande pénétration
• Paramètre 𝐾𝑁 trop élevé ⇒ matrice mal-conditionnée, algorithme de résolution qui ne converge pas
• Paramètre 𝐾𝑁 dépend de la taille de maille ℎ et du pas de temps Δ𝑡

Lagrangien pur :
• Inconnue supplémentaire
• Problème d’optimisation sous contrainte dur à résoudre (condition inf-sup)

Lagrangien augmenté :
• Ajout d’un algorithme itératif qui peut être coûteux



1.3 La méthode de Nitsche

Autre méthode : La méthode de Nitsche

Cette méthode comporte plusieurs avantages : Consistance, indépendance au paramètre 𝑟
et convergences optimales :
Quand ℎ → 0, ℎ la taille de maille :

Théorème Chouly-Hild

∀𝑟 > 0, les conditions de contact 𝑖 − (𝑖𝑖𝑖) sont équivalentes à

Pénalité Nitsche

Contact élastique/rigide convergence au mieux en 𝑂(ℎ)
avec ℎ = 1/𝐾𝑁 ! 
[2] Chouly, Hild, 2012

convergence en 𝑂(ℎ)
[1] Chouly, Hild, 2013

Contact élastique/élastique convergence au mieux 𝑂 ℎ
[3] Stenberg, 2024

convergence en 𝑂(ℎ)
[3] Stenberg, 2024

[1] Chouly, Hild, 2013



Pourquoi n’est-elle pas plus utilisée dans les modèles numériques de calculs industriels ?

• Besoin de précision → dilemmes liés aux temps de calculs prohibitifs
• Recours à des modèles de structures élancées (poutres, plaques, coques)

Problème : les grandeurs d’intérêt (déplacements, contraintes) que la méthode de Nitsche délivre
proviennent de l’utilisation d’un tenseur de contraintes 3D

avec 𝜎𝑛 𝑢 = 𝜎 𝑢 𝑛 ⋅ 𝑛 la composante normale des densités
de forces

En structures élancées :
pas de notion d’épaisseur !

1.3 La méthode de Nitsche



2. Objectifs de la thèse

Objectif : Réaliser l’extension des méthodes de Nitsche aux structures élancées

Travaux préliminaires sur les plaques [4] Fabre et al, 2021

Travail à réaliser pour les poutres et pour les coques

Méthodologie :

• Partir de la formulation variationnelle d’un problème de contact 3D

• Appliquer les hypothèses cinématiques de différents modèles de structures élancées et étudier si
la richesse du contact de Nitsche 3D est conservée



Modèles de structures élancées → hypothèses cinématiques sur les
déplacements 𝒖 qui vont impacter les termes de contact de Nitsche

2.1 Modèles classiques de poutres avec Nitsche

Formulation variationnelle pour une structure 3D avec le contact de Nitsche :



2.1 Modèles classiques de poutres avec Nitsche

Théorie des poutres

Equations d’équilibre 3D :



2.1 Modèles classiques de poutres avec Nitsche

Cinématique (petites déformations)

Timoshenko :

εyy = εzz = 0 !



2.1 Modèles classiques de poutres avec Nitsche

Lois constitutives élastiques

Hypothèse en théorie des poutres → tenseur des contraintes 𝝈(𝒖) anti-plan (𝜎𝑦𝑦 = 𝜎𝑧𝑧 = 𝜎𝑦𝑧 = 0)

Contraintes globales

Contraintes généralisées
(section circulaire)



2.1 Modèles classiques de poutres avec Nitsche

Modèle de Timoshenko



2.1 Modèles classiques de poutres avec Nitsche

Avec les hypothèses cinématiques du modèle de Timoshenko :

Energie de déformation :

Efforts extérieurs :

Formulation variationnelle pour une
structure 3D avec le contact de Nitsche :



Terme de contact de Nitsche

Pas de contraintes dans l’épaisseur 𝜎𝑦𝑦 = 𝜎𝑧𝑧 = 0 ⇒ 𝜎𝑛 𝑢 = 0

Formulation d’un contact pénalisé de raideur 𝑟 ⇒ Modèle pas suffisamment riche

Comment retrouver la richesse du terme de contact de Nitsche ?

2.1 Modèles classiques de poutres avec Nitsche

Contact pénalisé



2.2 Modèle de « Timoshenko-enrichi »

Proposition d’un nouveau modèle « Timoshenko enrichi » avec une notion de variation de
l’épaisseur :

• Ajout de déplacements dans la section

• → Déformations 𝜀𝑦𝑦 et 𝜀𝑧𝑧 non nulles (dans l’épaisseur)

• Hypothèse supplémentaire : le tenseur des contraintes n’est plus anti-plan

𝜎𝑦𝑦
0 , 𝜎𝑧𝑧

0

Constantes dans 
la section



2.2 Modèle de « Timoshenko-enrichi »

Pour obtenir les équations d’équilibre et les lois constitutives du nouveau modèle
→ Principe des variations à la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner

Avec les hypothèses cinématiques sur 𝒖𝒊 et sur le tenseur de contraintes dans le terme 𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍
−𝟏 𝝈𝒌𝒍

Deux nouvelles équations d’équilibre :

Avec les nouvelles contraintes et forces généralisées Contraintes dans l’épaisseur



2.2 Modèle de « Timoshenko-enrichi »

Tableau récapitulatif du nouveau modèle :



2.2 Modèle de « Timoshenko-enrichi »

Modèle de Timoshenko-enrichi :

• Equations d’équilibre liées au pincement
avec de nouveaux efforts généralisés de
pincement

• Description d’une variation d’épaisseur
et de contraintes dans l’épaisseur

Mais :

• Couplage d’équations qui n’est pas
présent en Timoshenko (avec une
section circulaire)

*

*

*



Formulation variationnelle du modèle de Timoshenko-enrichi :

Le terme de contact de Nitsche est plus riche qu’un contact pénalisé (car 𝜎𝑛(𝑢) n’est plus nul)

2.2 Modèle de « Timoshenko-enrichi »



2.3 Résultats numériques

Modèle implémenté dans Getfem : 
https://getfem.org/
[6] Renard et Poulios, 2020

Poutre encastrée avec effort surfacique 
avec contact sur plan

Solution de référence 3D : 

Corps 3D calculé par Lagrangien 
augmenté

[4] Fabre et al, 2021

https://getfem.org/


2.3 Résultats numériques

Variantes méthode de Nitsche :
• Θ = −1 Version antisymétrique, 

converge ∀𝑟 > 0

𝒓 ≫ 𝟎, les deux méthodes 
convergent 

[4] Fabre et al, 2021
[5] Chouly et al, 2017



2.3 Résultats numériques

𝒓 plus faible :

La méthode de pénalité ne 
respecte plus les conditions de 
Signorini

La convergence persiste avec la 
méthode de Nitsche



2.3 Résultats théoriques

En parallèle:

Travail pour adapter les résultats théoriques de la méthode de Nitsche [1] Chouly, Hild, 2013

• Aspect bien posé : Existence, unicité, qui dépend de façon continue des données
• Consistance de la méthode de Nitsche
• Estimateurs d’erreurs a priori

Objectif : Proposer un modèle numérique robuste, fiable, validé par la théorie



2.3 Conclusion et perspectives

Conclusions :

• Les modèles classiques de poutre ne sont pas suffisamment riches pour le contact de 
Nitsche 

• Enrichir la cinématique permet d’hériter des avantages théoriques de Nitsche

Perspectives :

• Prendre en compte les phénomènes d’ovalisation pour des tubes
• Même travail pour les plaques et les coques
• Loi de comportement élasto-plastique
• Aspects dynamiques (coefficient de restitution, viscosité, schémas adaptés)
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