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@ Modéliser la dynamique de la transition de phase au voisinage du point critique
@ modele de fluide capillaire (milieu & gradient)

o loi d'état non convexe (ex : Van der Waals)

s =50
Déme de stauration (DS) 175 — 7=
————— ),
1.50 5
¢ DS : phase pure +  Point critique
Eul (E) :‘ sl ® N Déme de Saturation
@ Euler E
& = en(p.s) joo
0.75
e DS : diphasique, capillarité IC(p) 050
@ Euler-Korteweg (EK) 025

1
&= en(p.s)+ 5 VAl

Volume spécifique v=1/p

Figure: Loi d'état
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Les difficultés

Physique :
@ Choix de K(p) 7

Math & Num :

@ Simulation numérique d'un milieu & gradient : £,(p, Vp)
— Ex : Schrodinger non linéaire
< Dahouadi, Favrie, Gavrilyuk, SAM 2020

@ Le cas de loi d'état non convexe — En cours #
— Ex : Ruban bistable
< Bourgeois, Favrie, Bruno, 1JSS 2022

@ Modeéle unique (E-EK) paramétré par ¢ :
21 K 2 . .
Ep=en(p,s)+e §;Wp| ., (E)sie=0, (EK)sie#0
Question : Convergence de (EK) vers (E) poure -0 7?
Réponse : Non — Présentation d’aujourd’hui (1D)
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Le modele d'Euler-Korteweg 1D

Lagrangien de EK :

1 1
L==-pu’- (peh + =&’k (pz)2), s = S0
2 2
Equations de la dynamique (par principe d'Hamilton) :

pt+ (pu)z =0
EK:

2
(pu)t+(Pu2+p2€h’_€2|:(p/C’_/C)p; +/Cp[)m::|) =0

- s 1
Toy model : Schrddinger non linéaire (eh = g,IC = 4—)
P
— solution exacte
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Famille de modeles (¢)

Modeles :

pt+(pu)s =0

Systéme dispersif  S.: 2 2 .
(pu)e + pu2+&—g(p—) =0

2 4 p/li),
pe+ (pu)s =0

Systéeme hyperbolique  Sp : 2

0 (pu)t+(pu2+%) =0

Données initiales discontinues :

| opr m<ae B
p(x70)_{ PR T >Tc ’ U(IL’,O)—O, PL > PR

U. : solution de S, Uy : solution de Sg

. . ?
Question : hr% U. =Uy
.
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Comparaison des solutions : &2

S A. V. Gurevich and A. L. Krylov. 1987

pL — == Whitham envelope
Dispersive system S.
—— Hyperbolic system S,
N
N
N
~
ﬂn\
*
P {Yﬁh; PR
T
g >
f - |
0 Te Iy Xy x| x
t t t t t

Figure: Solutions Uy et U.
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Comparaison des solutions : €2 =9

PL

— == Whitham envelope

Dispersive system S.

—— Hyperbolic system S,

o u WWJ
E Tt ﬂ x; xr
t t ot t t
Figure: Solutions Uy et U.
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Comparaison des solutions : 2 =1

pL — == Whitham envelope
—— Dispersive system S

—— Hyperbolic system S,

Po

Figure: Solutions Uy et U.
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Observations :
X lin% U: + Uy

Explication sur un model simple :
< Lax, Levermore, CPAM 1983

ne — 67777z + 52771‘1'0; =0

Analyse de type travelling wave :
train d'ondes oscillants — dispersif
* ldée : Introduire une viscosité 717, < Johnson, JFM 1970

Ondes de choc visqueuses quand 7 =¢
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Le modele de Navier-Stokes-Korteweg

Introduction de la viscosité 1,
pe+ (pu)z =0

2
(pu)e + (pu2 +plen - €° |:(pIC/ —IC)% + lep;,,w:I —Tuuw) =0

x

NSK :

Analyse de type travelling wave :

v Tt =¢

v ot =2p/pk

X Résolution numérique coliteuse de NSK : At ~ (Ax)?

— Méthode du Lagrangien étendu
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Méthode du Lagrangien étendu

Lagrangien "maitre” L

1 5 ( K 2)
L==-pu” - + —(epa
Spu —|pent 5 (epa)
. R . . dn
Variables & parametres supplémentaires : 7, p =1y, w = e A B

2
Le= %[)’w2+%pu2 —(peh+§(5p)2+%(%—1) )
|

énergie cinétique régularisée

énergie potentielle pénalisée

Sin=p+O(1/\)+O(B) et B :

lim Le=L
(X,8)—(o0,0)

Z Favrie, et Gavrilyuk. Nonlinearity (2017)
& Dhaouadi, Favrie, et Gavrilyuk. SAM (2018)
= Bourgeois, Favrie, et Lombard. 1JSS (2020)

CFM 2025, Session MS1 14 /27



Le modele de Navier-Stokes-Korteweg étendu : partie 1

Lagrangien étendu :

Le= %[311}2 + %qu - (peh + %(5;@)2 + % (g - 1)2)
Principe d'Hamilton :

pe+(pu)e =0

(pu)s + (pu2 +plen + § (pK'+K) p* + )\77(1 - g)) =0
(pm)e+ (pun)e = pw

g2 A n
(pw)e + (puw— 5]Cp)z =3 (1 - ;)

e+ (pu—w)z =0

CFM 2025, Session MS1 15 /27



Le modele de Navier-Stokes-Korteweg étendu :

Introduction de la viscosité p

pe+(pu)e =0

NSKe:1 (pn)e+ (pun)s = pw
2

(pw)e + (puw - %Kp

pe+(pu-w)z =0

Valeurs propres :

(pu)e + (pu2 +plen + % (pK'+K) 'S +/\77(1 -

2 2
Q1 =u, Qg3=u+ p+/\(ﬂ), 45 =U+ < .
’ p ’ V 45 p?

— Systeéme hyperbolique
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Méthode numérique : volumes finis

Soit U = (p, pu, pn, pw,p)", on a :
U, + F(U), = S(U)

Godunov splitting :

. * n At n n 7
Propagation : U; = U} - Az (fH% _fifé) , schéma MUSCL-Hancock
dU
Source : UMt =4 gt S(U), , résolution exacte
Cl:U;

S E.F. Toro, (1999)
E R.J. LeVeque, (2002)
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Conditions initiales

Domaine spatial z € [0,500], zo = 250

2 2
u(z,0) =0

IC: 77(%0) = p(m,O)
w(z,0) =0
p($,0) = px(x,())

Parametres :

p($70):pL+pR+pR_pL tanh(w)7 pL =95 pr=1v=0.1,
Y

N =32768, A=500, CFL=0.9, t=40

n=2p\/pK

> |llustrations numériques pour u* fixe avec 7 et 3 variables

Rappel :

CFM 2025, Session MS1 19 /27



Sans viscosité : 7 =0, € = 3,

==+ Whitham envelope
51 no viscosity (7 =0)

—— Hyperbolic system S_O
44
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Faible viscosité : 7=0.01, e =3, =107

— 0.01p*
5 —— Hyperbolic system S

MMMI\M

| VwWWUUV“VWV"V"’““’ :
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Faible viscosité : 7=0.1, ¢ =3,

— 0.1p*

5 v/\ —— Hyperbolic system S
44
3,
24
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Viscosité optimale : 7*=3=¢, =103

— 3y

5 —— Hyperbolic system Sj
44

3,

24
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— =1

£ =

—— Hyperbolic system S
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Limite quand e -0 : 7=¢=0.1, =107

5 : ;;eﬂx;]loolic system Sp

44

3 4

24

14
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— £=0.01
5 —— Hyperbolic system S
44
3,
24
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Conclusion & perspectives

En résumé :

v lllustration d'une limite singuliére : choc dispersif # choc classique
v EK: lin%U‘5 + Uy
e—

v NSK: 1in%U€77* =Up

< Article : & Didierlaurent, Favrie et Lombard. SAM (2025)

Perspectives :

@ Loi d'état non convexe avec plusieurs espéces (en cours #)

@ Extension 2D
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Sans régularisation

=== Enveloppe de Whitham
51 — O
—— Systéme hyperbolique S)
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