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Hyper-élasticité et anisotropie
Les difficultés

§ Bilan de puissance pour les transformations réversibles adiabatiques:

� : d� ⇢ ̇ = 0

<latexit sha1_base64="82A/NaMWsSkAbTSOszqj3pCVQHw="></latexit>

§ Si HPP avec                et              :⇢ ⇡ cte

<latexit sha1_base64="HxFRaK3hjIa7bhf+C5TH3yYyChg="></latexit>

✓
� � @(⇢ )

@"

◆
: "̇ = 0

<latexit sha1_base64="rtBPO0lTstpGiESD/LXR9OJ6+vM="></latexit>

� =
@(⇢ )

@"

<latexit sha1_base64="9Jl1sySmf4KrtNbIKYUOjf5CT1E="></latexit>

§ Comment généralise-t-on pour les transformations finies ?

s : tenseur des contraintes de Cauchy, 
d : taux de déformations,
r : masse volumique,
𝜓 : énergie potentielle élastique.



Configuration matérielle Configuration actuelle
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Transformation :

Application tangente F :

xi(XJ , t)
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

F i
J =

@xi

@XJ
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

XI
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit> xi

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Rappels
Transformations finies

Tenseur des déformations de Lagrange

E =
1

2
(F TF � I)

<latexit sha1_base64="qxzH+b7DIPikHNHv+jTKC4P+V2k="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="4/bbKfzwiNhunLcE5QOJMDTlOnE="></latexit>

Tenseur des contraintes de CauchySecond tenseur des contraintes de 
Piola-Kirschhoff (PK2)

S

<latexit sha1_base64="pj5HHm3vAK/EzRNKChLyzY8/zZc="></latexit>

r0 Masse volumique                 r

e =
1

2
(I � F�TF�1)

<latexit sha1_base64="f/DbDXptgsMAWNaodmSUFN5nWSQ="></latexit>

Tenseur des déformations d’Euler



S : le second tenseur des contraintes de Piola-Kirschhoff (PK2), 
D : taux de déformations matériel
E : tenseur des déformations de Lagrange
s : tenseur des contraintes de Cauchy, d : taux de déformations,
r : masse volumique,𝜓 : énergie potentielle élastique.

Hyper-élasticité et anisotropie 
Les difficultés

§ On part de : � : d� ⇢ ̇ = 0

<latexit sha1_base64="82A/NaMWsSkAbTSOszqj3pCVQHw="></latexit>

§ On pose :
⇢0
⇢
� : d� Ẇ = 0

<latexit sha1_base64="Xs/rmwsWIy89wX9m8YoHqL9J7QA="></latexit>

⇢0
⇢
� : d = S : D

<latexit sha1_base64="fvnAdbj17UC12yefo2ryk06gMww="></latexit>

§ Sur la configuration matérielle :

§ Comment généralise-t-on pour les transformations finies ?

§ Transformations hyper-élastiques : W (E)

<latexit sha1_base64="0MU50VXTLUvZn/kanbdly09Nk9g="></latexit>

§ Bilan de puissance sur la configuration matérielle



Ė = D

<latexit sha1_base64="3Jbze9fRj+0szaV12Y9JKYnGTbY="></latexit>

S =
@W

@E

<latexit sha1_base64="EAkcdSBZQkfHeaZEx2lOog0m5IE="></latexit>

si isotrope
+ objectivité

� = �2
⇢

⇢0
b
@W

@b

<latexit sha1_base64="NYGHhCR71mJzieOVlvtZCmCsPvc="></latexit>

Ė = D

<latexit sha1_base64="3Jbze9fRj+0szaV12Y9JKYnGTbY="></latexit>

?̇ = d

<latexit sha1_base64="pYLsiD0g64EU/2Jwye3MKAHdLjE="></latexit>

n’est pas 
le bon 
objet ?

§ A partir de :

§ Comment généralise-t-on pour les transformations finies ?

b : tenseur des 
déformations 
eulérien

§ Sur la configuration actuelle :

S =
@W

@E

<latexit sha1_base64="EAkcdSBZQkfHeaZEx2lOog0m5IE="></latexit>

avec

§ Sur la configuration actuelle :

Hyper-élasticité et anisotropie 
Les difficultés
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v<<c

Quasi-statique
HPP

OK

Newton

HPP : Hypothèse des Petites Perturbations. MCR : Mouvement de Corps Rigide

v<<c
Dynamique

Transformations finies

- Objectivité
- Variation /temps

- Pas inertiel
- Configurations 
(Euler/Lagrange)
- Anisotropie et 

description eulérienne
du mouvement

Hyper-élasticité et anisotropie 
Les difficultés
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Description
espace-temps

RelativitéApproche classique

HPP : Hypothèse des Petites Perturbations.        MCR : Mouvement de Corps Rigide

v<<c

Quasi-statique
HPP

OK

V ≈ c      Champ 
de gravitation

Tout observateur :
Covariance

v<<c
Dynamique

Transformations finies

- Objectivité
- Variation /temps

- Pas inertiel
- Configurations 
(Euler/Lagrange)
- Anisotropie et 

description eulérienne
du mouvement
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Plan

§ Contexte : hyper-élasticité
§ Aspects géométriques
§ Tenseur des déformations espace-temps
§ Tenseur énergie-impulsion : approche 

variationnelle
§ Hyper-élasticité anisotrope covariante
§ Conclusion
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§ Variété différentiable 4D riemannienne M
tenseur métrique g de signature (1,-1,-1,-1)

§ Un événement P : un point de M

§ Un système de coordonnées défini pour un voisinage autours de P :

§ Observateur : vecteurs de base dans l’espace tangent en P :

§ Changement d’observateurs = transformation :

où la matrice            appartient au groupe 𝐺𝐿(4, ℝ)

§ M×𝐺𝐿(4, ℝ) fibré principal sur M

Aspects géométriques

eµ =
@

@xµ

<latexit sha1_base64="P+HAhAAJ9Ba0MttEU+vAQTbQop4="></latexit>

eµ =

✓
@x

@yµ

◆
@

@x

<latexit sha1_base64="Xelu0309fLe7Z/CDSoGqCOrLwbA="></latexit>

✓
@x

@yµ

◆

<latexit sha1_base64="L4M3FhSfozSzHdfisqCSiSNEaBw="></latexit>

{xµ} , µ = 0, 1, 2, 3

<latexit sha1_base64="pN/1q10xNIcUKYDaaZjavooAbqk="></latexit>

Covariance = invariance par changement d’observateurs
= invariance par changement de coordonnées 4D



§ Ligne d’univers

§ Vitesse                       vecteur normé sans dimension

12

X

X

X

X

x1

x2

x0 Ligne d’univers

~u

<latexit sha1_base64="ikcsaunlU7YqEzoU139Z/IhKn6E="></latexit>

~u

<latexit sha1_base64="ikcsaunlU7YqEzoU139Z/IhKn6E="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="Hi7347Yu4gFbm4P8HJQjqzdzppM="></latexit>

Translation Mouvement 
quelconque

�(s) : R ! M

<latexit sha1_base64="eW/tvnxWT/5h9Qbd1drJWl6w1I8="></latexit>

uµ =
dxµ

ds

<latexit sha1_base64="nbF7HlSJdpO3CA1ILsvtHkBeSQY="></latexit>

Aspects géométriques

§ Un corps     est un volume, sous espace 3D, de MB

<latexit sha1_base64="Hi7347Yu4gFbm4P8HJQjqzdzppM="></latexit>

§ Le mouvement de    correspond 
à l’ensemble des lignes 
d’univers qui intersectent

§ Il n’y a pas de notion de
configurations dans une 
description espace-temps.

B0

<latexit sha1_base64="gR4cTwMaTueHbsWojl490srBzug="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="Hi7347Yu4gFbm4P8HJQjqzdzppM="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="Hi7347Yu4gFbm4P8HJQjqzdzppM="></latexit>
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x0

• Observateur propre tel que

Aspects géométriques

Temps

x0+Dx0

• Exemple avec  un glissement :

x0

x0+Dx0

x1

x2

x1

x2

x P(1,1)

uµ =
dXµ

ds
=

0

BB@

1
0
0
0

1

CCA

<latexit sha1_base64="dMTS2Yw3968ttRJCq/LI92oJ6S8="></latexit>

en tout point 

• Matrice de passage F :

et son inverse F’ 

x P(1,1)

e1

<latexit sha1_base64="3XYMMO0xIddKCtDhFOwup0GIUq4="></latexit>

e2

<latexit sha1_base64="uKr9Yey77BJbrUjjUXLYO5IJxuk="></latexit>
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Plan

§ Contexte : hyper-élasticité
§ Aspects géométriques
§ Tenseur des déformations espace-temps
§ Tenseur énergie-impulsion : approche 

variationnelle
§ Hyper-élasticité anisotrope covariante
§ Conclusion
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Cinématique
espace-temps

b̂µ⌫ =

0

BBB@

1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1

CCCA

<latexit sha1_base64="u1S7VwgcP8PM8nKY5O6YHyliotw="></latexit>

• Tenseur dont les composantes dans le système de 
coordonnés propre sont : 

bµ⌫ = F 0�
µF

0
⌫ b̂�

<latexit sha1_base64="XGJ9sgpI4MQbH0SrIIqth+yZ9vE="></latexit>

• Tenseur des déformations :

• Tenseur des déformations covariant

• On peut montrer que :

• Taux de déformations d :
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b̂µ⌫ =

0

BBB@

1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1

CCCA

<latexit sha1_base64="u1S7VwgcP8PM8nKY5O6YHyliotw="></latexit>

• Taux de déformation :

bµ⌫ = F 0�
µF

0
⌫ b̂�

<latexit sha1_base64="XGJ9sgpI4MQbH0SrIIqth+yZ9vE="></latexit>

• Tenseur des déformations :

Observateur propre = inertiel

en tout point 
du mouvement 

uµ
0 =

0

BB@

1
0
0
0

1

CCA

<latexit sha1_base64="WCIJL8eD6od+4IuKjXRLGTmoraA="></latexit>

b0 = g

<latexit sha1_base64="vmc/PGOtyAAe3+xGZT20D0yJz6Y="></latexit>

Cinématique
espace-temps

• Pour un mouvement inertiel

X

X

X

X

x1

x2

x0 Ligne 
d’univers

~u

<latexit sha1_base64="ikcsaunlU7YqEzoU139Z/IhKn6E="></latexit>

~u

<latexit sha1_base64="ikcsaunlU7YqEzoU139Z/IhKn6E="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="Hi7347Yu4gFbm4P8HJQjqzdzppM="></latexit>

Inertiel Mouvement 
quelconque

B0

<latexit sha1_base64="gR4cTwMaTueHbsWojl490srBzug="></latexit>
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Plan

§ Contexte : hyper-élasticité
§ Aspects géométriques
§ Tenseur des déformations espace-temps
§ Tenseur énergie-impulsion : approche 

variationnelle
§ Hyper-élasticité anisotrope covariante
§ Conclusion
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Approche variationnelle

• Densité d’énergie

g = � |g|

<latexit sha1_base64="iigWNESeWyyUtPtLFxXutszraX0="></latexit>

• Imposons :

A =

p
g

2
(�2⇤+R(g)) +AM (e⇢c, g, b)

<latexit sha1_base64="3i4xTZy7UOVtEKG1Fe/ZjsvpxYo="></latexit>

avec
Géom. Matériau

E =

Z

⌦
Ad⌦

<latexit sha1_base64="Cm+n1T6FQLSJrEy+TZs/ZJKt6z0="></latexit>

X

X

X

X

x1

x
2

x0 Ligne 
d’univers

~u

<latexit sha1_base64="ikcsaunlU7YqEzoU139Z/IhKn6E="></latexit>

~u

<latexit sha1_base64="ikcsaunlU7YqEzoU139Z/IhKn6E="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="Hi7347Yu4gFbm4P8HJQjqzdzppM="></latexit>

Inertiel Mouvement 
quelconque

B0

<latexit sha1_base64="gR4cTwMaTueHbsWojl490srBzug="></latexit>

AG

<latexit sha1_base64="bXDSLSUaUXarAmc4YxETUF65bCM="></latexit>
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Approche variationnelle

• Densité d’énergie

g = � |g|

<latexit sha1_base64="iigWNESeWyyUtPtLFxXutszraX0="></latexit>

• Imposons :

A =

p
g

2
(�2⇤+R(g)) +AM (e⇢c, g, b)

<latexit sha1_base64="3i4xTZy7UOVtEKG1Fe/ZjsvpxYo="></latexit>

avec
Géom. Matériau

E =

Z

⌦
Ad⌦

<latexit sha1_base64="Cm+n1T6FQLSJrEy+TZs/ZJKt6z0="></latexit>

X

X

X

X

x1

x
2

x0 Ligne 
d’univers

~u

<latexit sha1_base64="ikcsaunlU7YqEzoU139Z/IhKn6E="></latexit>

~u

<latexit sha1_base64="ikcsaunlU7YqEzoU139Z/IhKn6E="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="Hi7347Yu4gFbm4P8HJQjqzdzppM="></latexit>

Inertiel Mouvement 
quelconque

B0

<latexit sha1_base64="gR4cTwMaTueHbsWojl490srBzug="></latexit>

AG

<latexit sha1_base64="bXDSLSUaUXarAmc4YxETUF65bCM="></latexit>
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Approche variationnelle

• Densité d’énergie

g = � |g|

<latexit sha1_base64="iigWNESeWyyUtPtLFxXutszraX0="></latexit>

• Imposons :

A =

p
g

2
(�2⇤+R(g)) +AM (e⇢c, g, b)

<latexit sha1_base64="3i4xTZy7UOVtEKG1Fe/ZjsvpxYo="></latexit>

avec
Géom. Matériau

E =

Z

⌦
Ad⌦

<latexit sha1_base64="Cm+n1T6FQLSJrEy+TZs/ZJKt6z0="></latexit>

X

X

X

X

x1

x
2

x0 Ligne 
d’univers

~u

<latexit sha1_base64="ikcsaunlU7YqEzoU139Z/IhKn6E="></latexit>

~u

<latexit sha1_base64="ikcsaunlU7YqEzoU139Z/IhKn6E="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="Hi7347Yu4gFbm4P8HJQjqzdzppM="></latexit>

Inertiel Mouvement 
quelconque

B0

<latexit sha1_base64="gR4cTwMaTueHbsWojl490srBzug="></latexit>

AG

<latexit sha1_base64="bXDSLSUaUXarAmc4YxETUF65bCM="></latexit>



21

Tenseur énergie-impulsion

T = 2


@AM

@g

�S

<latexit sha1_base64="1X4Fosd/guDFBuiQfF7Kn0ppFeY="></latexit>

• On définit le tenseur énergie-impulsion 
(généralisation 4D du tenseur des contraintes):

et rT = 0

<latexit sha1_base64="7PMZLRl/6kZtKiXb8AB/aWjDpWY="></latexit>

@AG

@gµ⌫
+ 2


@AM

@gµ⌫

�S
= 0

<latexit sha1_base64="EVk8cu0t3fqKlGIALRnPypyMwkI="></latexit>
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Plan

§ Contexte : hyper-élasticité
§ Aspects géométriques
§ Tenseur des déformations espace-temps
§ Tenseur énergie-impulsion : approche 

variationnelle
§ Hyper-élasticité anisotrope covariante
§ Conclusion
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Densité d’énergie
Hyper élasticité

• Densité d’énergie :

tel que, pour un mouvement inertiel  :

Une relation covariante, le matériaux peut être anisotrope

AM (e⇢c, g, b) = e⇢cc2 +
p
gW (g, b)

<latexit sha1_base64="7XAAAWp3TUQtVB8ihe1GZR/sKs0="></latexit>

W (g, g) = 0

<latexit sha1_base64="mS1V3DFE9iwaTw3iNAMCRAJWgr0="></latexit>

Tµ⌫ = 2


@AM

@gµ⌫

�S
= 2

p
g


@W

@gµ⌫

�S
+ (e⇢cc2 +

p
gW )gµ⌫

<latexit sha1_base64="NELdHlPHsSPLzltQd3ni1xgrLpQ="></latexit>

Tµ⌫
0 = e⇢cc2gµ⌫

<latexit sha1_base64="Pjzf51jV2Re6mtNrUfXEcOydJ7c="></latexit>

• Choix spécifique pour l’énergie W:

Tµ⌫ =
�
e⇢cc2 +

p
gW

�
gµ⌫ + 2C↵�µ⌫(g↵� � b↵�)

<latexit sha1_base64="UXqpxZXd1m23XU/69wVW9XuDIlA="></latexit>



Hyper-élasticité
anisotrope ?
Les difficultés

Ė = D

<latexit sha1_base64="3Jbze9fRj+0szaV12Y9JKYnGTbY="></latexit>

S =
@W

@E

<latexit sha1_base64="EAkcdSBZQkfHeaZEx2lOog0m5IE="></latexit>

si isotrope 
+ objectivité

� = �2
⇢

⇢0
b
@W

@b

<latexit sha1_base64="NYGHhCR71mJzieOVlvtZCmCsPvc="></latexit>

Ė = D

<latexit sha1_base64="3Jbze9fRj+0szaV12Y9JKYnGTbY="></latexit>

?̇ = d

<latexit sha1_base64="pYLsiD0g64EU/2Jwye3MKAHdLjE="></latexit>

n’est pas 
le bon 
objet ?

§ A partir de :

§ Comment généralise-t-on pour les transformations finies ?

b : tenseur des 
déformations 
eulérien

§ Sur la configuration actuelle :

S =
@W

@E

<latexit sha1_base64="EAkcdSBZQkfHeaZEx2lOog0m5IE="></latexit>

avec

§ Sur la configuration actuelle :
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Conclusion

RelativitéApproche classique

HPP : Hypothèse des Petites Perturbations.        MCR : Mouvement de Corps Rigide

v<<c

Quasi-statique
HPP

OK

V ≈ c      Champ 
de gravitation

Tout observateur :
Covariance

v<<c
Dynamique

Transformations finies

- Objectivité
- Variation /temps

-Pas inertiel
- Configurations 
(Euler/Lagrange)
- Anisotropie et 

description eulérienne
du mouvement
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RelativitéNewton

HPP : Hypothèse des Petites Perturbations. MCR : Mouvement de Corps Rigide

v<<c

Quasi-statique
HPP

OK

V ≈ c      Champ 
de gravitation

Tout Observateur
4D: (ct,x,y,z)

Covariance

v<<c
Dynamique

Transformations finies

- Objectivité Covariance
- Variation /temps

-Pas inertiel
- Configurations 
(Euler/Lagrange)
- Anisotropie et 

description eulérienne
du mouvement

Conclusion



Mecamat Aussois janvier 2023

Les grandes transformations : 
aujourd’hui et ... demain ?

Venez nombreux !



3D
la dérivée de Lie

Lv(e)µ⌫ = dµ⌫
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Définition de la dérivée de Lie

Dérivée de Lie de e

� : d� ⇢ L( ) = 0
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

� : d� ⇢
@ 

@e
: d = 0

<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Lu(a) =
da

dt
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>

Lu(T )µ⌫ = u� @Tµ⌫

@x�
+ T�⌫

@u�

@xµ
+ Tµ�

@u�

@x⌫
<latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit><latexit sha1_base64="(null)">(null)</latexit>



Espace-temps

Classique

29

Tenseur énergie-moment

PFD :

Conservation énergie
(sans thermique) :

Tenseur énergie-moment symétrique     et :

(sans thermique). avec 

T = U~u⌦ ~u+T�

<latexit sha1_base64="u+pxVVgYnWtXTk8xGfVxJfrU+mY="></latexit>

U = ⇢c2 + ⇢ 

<latexit sha1_base64="8yjulFtpfEEtdzr1asG/e29im50="></latexit>

avec

Conservation :

~u

 
u0 = 1

ui = vi

c

!

<latexit sha1_base64="HUXkP3OuL1k4ZHZWo9L3MY6RLp4="></latexit>

Tenseur des contraintes
de Cauchy :

r.� = ⇢~a

<latexit sha1_base64="HXcav9LE3haALS0Fea40unkZEzU="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="LulAi6J5ul2jCGuAQiPkm+9zGVw="></latexit>

T

<latexit sha1_base64="KohqWHY4vXXGJsW2qCIgpK1MoUY="></latexit>

Masse volumique : r

Densité spécifique
d’énergie :  

<latexit sha1_base64="ao6HfMd2JobdxkmZJ4NgNgKhTP4="></latexit>

Accélération : ~a

<latexit sha1_base64="FdA6l9o4CIfpU82FkYc57mPHP1c="></latexit>

Taux de déformation : d

~u.r.T = 0
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Projection sur le temps :

Projection sur l’espace :
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@x0(Uui) + @xj (Uuiuj)� @xj�ij = 0
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� : d� ⇢ ̇ = 0
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Exemple 2D + temps :



30

q(0)=20°C
ambiante

q(tf)=30°C

q(t)

Plaque trouée soumise à une 
variation de température

x

Calculs Eléments-finis
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q(0)=20°C
ambiante

q(tf)=30°C

q(t)

Conservation du tenseur 
moment énergie 4D T

Forme variationnelle et Fenics
x

Calculs Eléments-finis


