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L’ ESPACE ET LE TEMPS EN MECANIQUE CLASSIQUE

LA VISION GALILEENNE DU MONDE REEL

» Chacun d’entre nous pense vivre, a chaque instant, dans un espace
affine euclidien orienté de dimension 3 (&, q) et disposer d’un temps
absolu.

» Chaque < observateur > peut ainsi consigner tout < événement > par
un quadruplet de nombres réels (¢, x, y, z) qui localise celui-ci dans un
référentiel de son choix.

» En mécanique classique, on postule qu’un changement d’observateur
(référentiel) conduit a une transformation

(%) = (1 +10,8(1)x),  g(t)x = Q()x + b(1),

ou g(r) est un déplacement de I’espace affine euclidien (&', q)
dépendant du temps.
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L’ESPACE DES CONFIGURATIONS EN MMC

TRUESDELL AND NOLL 1965

» Le body Z est une variété a bord (compacte et orientable) de
dimension 3, représentant la matiére et munie d’une forme volume g, la
mesure de masse.

» Une configuration en MMC est un plongement p : % — & du body
dans I’espace.

» L’espace des configurations est la variété (de dimension infinie) des
plongements Emb(%, &).

Notation

L application linéaire tangente
TIp: TA — TE, (notée F),

est désignée en mécanique comme le gradient de la transformation.
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ESPACE TANGENT

LE FIBRE TANGENT A LA VARIETE DES PLONGEMENTS

A chaque chemin de plongements p(¢) dans Emb(4, &) correspond un
vecteur vitesse J;,p dans TEmb(%, &), la vitesse lagrangienne et ’espace
tangent au point p s’écrit

T,Emb(%, &) := {V(X) := 0;p(0,X); p(0) = p}.
On introduit également :
> la vitesse eulerienne a droite sur , = p(%) : u(t,x) := (Vop~')(1,x),
> la vitesse eulerienne a gauche sur % : U(t,X) := (Tp~1.V)(,X).
Tp
T ——TE

o L)

B—&
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PULL-BACK ET PUSH-FORWARD

PASSER DES VARIABLES MATERIELLES AUX VARIABLES SPATIALES ET INVERSEMENT
» Elles généralisent les opérations suivantes sur les fonctions
feC®(,,R)et.Z7 € C*(A,R):
p*f =fop (pull-back), poF = Fop ! (push-forward).
» Pour les champs de vecteurs (Tp = F pour les mécaniciens) :
1

p*u =Tp~ ouop (pull-back), pU = TpoUop~!  (push-forward)

T:@LT&

{0

B ¢

7146



Formalisme géométrique de la mécanique des milieux continus en 3D La variété des métriques Riemanniennes Met(28) ~Objectivité et covariance générale en mécanique des
0000080000 00000000000 0000000000000 0O00000000
: :

MASSE VOLUMIQUE ET METRIQUE

A chaque plongement p correspond :

» par pull-back, une métrique riemannienne sur % de courbure nulle
Y=0"q;
» par push-forward, une mesure de masse sur 2, = p(%)

p«ft = pvol, = p: masse volumique sur €2,,.
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LES TENSEURS DE CAUCHY-GREEN

Si on fixe une configuration de référence py : Z — {2, et on introduit la
transformation ¢ = p o py !, on peut définir le tenseur de Cauchy—Green
droit (sur Qy = po(A))

C:=¢"q=F qF, = qFF,,
et le tenseur de Cauchy—Green gauche (sur 2, = p(%#))

b:=¢p.q"' =F,q 'F, =F,F,q".

Remarque
Ces tenseurs sont reliés a v = p*q et 9 = p;q par
pC=rop"a=p'a=",

et
pb=p o.q ! =piqt =, "
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DEFORMATIONS

» Le taux de déformation est traditionnellement définit par :

d:= - (Vu+ (Vu))

N —

ou (Vu)" est la transposée (par rapport a la métrique euclidienne q) de
I’opérateur linéaire w — Vyu et u est la vitesse eulerienne.

» Sa version covariante d = qa (champ de tenseurs covariants d’ordre 2)
s’écrit : |
d= 5 Z u{q,

ou .Z, est la dérivée de Lie par rapport a u.
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CONTRAINTES

NOTION DUALE DE CELLE DES DEFORMATIONS

» Elles sont modélisées par un tenseur-distribution qui représente leur
puissance virtuelle.

» L’exemple le plus simple est obtenu lorsque cette distribution possede
une densité o, le tenseur des contraintes de Cauchy

P(e) = /Q (o :€) vol,.

» Par la formule du changement de variable avec p* (pvol,) = p, cette
puissance peut se réécrire sur le body :

@(e):/ﬂ (T:e)pvoqu/@(O:p*s)u.

P

ou 7 = o /p est le tenseur de Kirchhoff et = p*r.
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LA METRIQUE COMME VARIABLE DE DEFORMATION

LA METRIQUE SUR LE BODY <~ COMME PRIMITIVE DU TAUX DE DEFORMATION

Théoreme (Rougée, 2006)

Le long d’un chemin de plongements p(t), la métrique riemannienne sur 5,
~(t) = p(t)*q, satisfait ’équation d’évolution

Oy = 2p*d,

ou d est le taux de déformation.

Ce résultat résulte directement de la formule plus générale
O (p*t) =p* (Ot+ ZLut).

pour tout champ de tenseurs t définis sur €2,,.
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LA VARIETE DES METRIQUES RIEMANNIENNES

OU L’ENSEMBLE DES VARIABLES DE DEFORMATION

> Met(Z) est un ouvert convexe de I’espace vectoriel (de dimension
infinie) des champs de tenseurs covariants d’ordre 2 sur %.

» L’espace tangent 7yMet(%) s’interpréte comme 1’espace des
déformations virtuelles €.

» L’espace cotangent T;Met(%’) s’interprete comme 1’espace des
puissances virtuelles des forces intérieures (avec ou sans densité).
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LA METRIQUE DE ROUGEE

UNE MéTRIQUE RIEMANNIENNE SUR LA VARIETE DES MﬁTRIQUES RIEMANNIENNES

> Rougée a introduit la métrique suivante sur Met(%) :

Gf;(el,sz) ::/ tr(y'e'y e e' e? € T,Met(%);
2

> Cette métrique induit une application linéaire injective (mais pas
surjective)

TyMet(#) — TxMet(%#),  m+ Gh(n,");

» [’image de cette application dans T;Met(%) correspond aux
puissances a densité

Ww(E)Z/%(Gre)u7 0=~""my".
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LOIS DE COMPORTEMENT ELASTIQUE

» Une loi de comportement élastique (au sens de Cauchy) s’interprete
(Rougée) comme un champ de vecteurs sur Met(#) : v — S(v)

TMet(B) —"> T*Met( %)

(2
6=~""S(v)7"

Met (%)

» Les lois hyper-€lastiques (€élastiques au sens de Green) correspondent
aux champs de vecteurs de type gradient (pour la métrique G*)

S =grad® H, H € C™*(Met(£));
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EXEMPLE 1 : LES FLUIDES PARFAITS

» C’est un modele de fluide (non visqueux) décrit par la loi de

comportement

o= _P(pv T)qil
ot T est la température (fluide barotrope : & = —P(p)q ).
Elle correspond dans ce cadre géométrique a la fonctionnelle

Hv) = /@ 26(Inpy)p, Ob = pyvoly

ou la dépendance possible de 1) a la température est implicite.
En effet, 6py = —1p- tr(y~'e) et donc

dyHe = — /ﬁ ¥/ (10 pmy) ey~ vy ) = GE(S(9), ),
avec
S = grad® H = —¢/(In p,)v.

Soit @ = v~ !S(y)y~! = —¢’(In py) v~ puis, pour un fluide
barotrope,

o=pp.0=—p(Inp)q~',  P(p)=p¢(Inp).
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EXEMPLE 2 : LES GAZ PARFAITS

» C’est un modele de fluide parfait décrit par la loi de comportement
o=—P(p,T)q ", P(p,T) = prT

ou r est une constante et 7 est la température absolue.

» Elle correspond dans ce cadre géométrique au cas particulier de la
formulation précédente ou

Y(A) =k\, avec k=1T.
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EXEMPLE 3 : L’HYPER-ELASTICITE ISOTROPE

Rappel : 0 =~"'S(v)y~ !, S =grad® H

Théoreme

Etant donnée une configuration de référence pq et vy = JZX 8
I’hyper-élasticité locale se formule a partir de la fonctionnelle

H%(’Y):/%zw(ll,lz,h)u

définie sur Met(), oit I = tr(v, 'y)X. Ona

3

6 iz(a,k )a”‘ ;2k< )(wﬁ)"-l%‘l-
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LIEN AVEC LA RELATIVITE GENERALE

PASSAGE AU 4D

» En RG, la variable fondamentale est une métrique Lorentzienne g sur
une variété-univers % de dimension 4 ;

» La contrainte o est remplacée par le tenseur énergie-impulsion T (qui
décrit I’énergie-matiere dans I’univers) ;

» T estrelié a g par I’équation d’Einstein : T = g~ 'S(g)g ™! ot
S(g) = — grad, H est le gradient de la fonctionnelle de Hilbert

H(g) = / (aR, + b)vol,
u
pour la métrique d’Ebin
G,(e',€?) == / tr(g~'e'g™"e?) vol,.
B

» Equation d’Einstein <= loi de comportement hyper-élastique.
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DERIVATION DU TENSEUR D’EINSTEIN

On calcule la variation de

H(g) = / (aR, + b)vol,
u

» On utilise pour cela les variations

1

dvol, = 3 tr(g~'dg)voly, 6R, = —tr(g~ 'Ric, g '0g)+div Y(0g)
» On en tire
1
0H = — /% tr [g_] <a Ric, — E(aRg + b)g) g_lég] vol,

> Soit

1
S(g) = aRic; — S(aRy +b)g, Ry = tr(g” 'Ricy)
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CONSEQUENCE DE LA COVARIANCE GENERALE

» La fonctionnelle de Hilbert—Einstein est invariante par
difféomorphisme (covariance générale)

H(p'g) =H(g), Ve €Diff(%)
» On en déduit que si () est le flot d’un champ X, alors

d

o H(p(1)"g) =dH. Lx g = G¢(S(g), Lxg) =0, VX

t=0

» Or
Lyg= (vx") .= 2DX’, div(T-Z) = div(T)-Z+T:DZ
» D’ol, par intégration par partie

divT = g~ div S(g) =0, “C’estlamécanique!” (Einstein)
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ILLUSTRATION : FLUIDES PARFAITS RELATIVISTES

Il s’agit d’'un modele de fluide 4D ol la contrainte o est remplacée par son

équivalent 4D, le tenseur énergie-impulsion

UU
T:= (pc> + P +e) > —Pg !,
c

ol :
» ¢ est la densité d’énergie interne du fluide.
P c est la vitesse de la lumiére.

» U est la quadri-vitesse du fluide.

» g est une métrique Lorentzienne.

Remarque

div T = 0 implique la conservation de la masse et les 3 équations
fondamentales de la dynamique (dans I’approximation galiléenne).
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LIGNES DIRECTRICES

Objectivité et covariance générale en mécanique des milieux continus
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FIBRES VECTORIELS ET SECTIONS

UN LANGAGE ADAPTE POUR BIEN DEFINIR LES CONCEPTS EN MMC

» Un fibré vectoriel E de base M et de fibre type E est une union
d’espaces vectoriels, indexée par une variété M

E= |_| E,,
xeM
possédant une structure différentiable et qui s’écrit localement M X E
» Une section s de [E est une application (lisse) s : M — E telle que

s(x) € Ey, VxeM

Exemple : si £ = TM (fibré tangent a M), s est un champ de vecteurs.

» Une section le long d’une courbe x(¢) € M est une application (lisse)
t > s(1) telle que
S(t) S Ex(t), Vt
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CHAMPS DE TENSEURS MATERIELS

OU CHAMPS DE TENSEURS DEFINIS LE LONG D’UN CHEMIN DE PLONGEMENTS

Soit I'(€2, T) I’espace des champs de tenseurs de type T définis sur Q C &.
Définition
Un champ de tenseurs matériel .%; est une section (le long du chemin

P = (p(1))) du fibré vectoriel

E = |_|E,,, E, =T(2,T) Q,=p(AB)
p

défini au dessus de Emb (4%, &).

Remarque

Autrement dit, 5 : t — t(t) € E,(;), ol t(z) est un champ de tenseurs défini
sur ,¢,).
Exemple : le champ des vitesses euleriennes 7 — u(t), défini le long de

(p(1)), estle champ u(t) = (9;p(t)) o p(¢)~".
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OBJECTIVITE

UNE PROPRIETE DE COVARIANCE D’ UN CHAMP DE TENSEURS MATERIEL
Soit ¢ = (¢(¢)) un chemin de difféomorphismes de &, p, un chemin de
placements et .% : p — t;, un champ de tenseurs matériel. On définit

(@*p)(1) =) op(t),  (P*t)(1) := (1) t(2).
1. .Z est objectif si
trp = 8 * t5, Vg € Isom(&, q), Vp.

2. .F est covariant général si

t;g*ﬁ = (ﬁ*tﬁ, V(ﬁ S Diff(é')), Vﬁ

Exemples et contre-exemples classiques

> La vitesse eulerienne u; et sa dérivée covariante Vuy ne sont pas
objectives.

> Le taux de déformation d = (Vug)* est objectif (mais pas covariant
général).

» Le pushforward de la mesure de masse p(¢). u est covariant général.
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OBJECTIVITE DU TENSEUR DES CONTRAINTES

Théoreme
Le tenseur des contraintes o correspondant a une loi de comportement
élastique (au sens de Cauchy) est objectif. )
Démonstration.

> Par définition

Op(t) = Pp() q_lsp(t)q_lv
avec €,() = p(1)«S(p(¢)*q), S étant un champ de vecteur sur Met(%).

> Or(g(r) op(r))*q =p(r)*(g()"q) = p(r)*q (car g(¢) est une isométrie de q).

» De plus p(1)«pt = py(volq et (g(2) o p(1))« = g()p(1)«.

» On adonc

Tewont) = (8(1D)Pp0)A " (8(1D)+€p0)A " = 8(1)2 -
D 4
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DERIVEES COVARIANTES

OU COMMENT DERIVER LES SECTIONS D’ UN FIBRE VECTORIEL

Soit E un fibré vectoriel et T'(EE) 1’espace des sections (lisses) de E.

» Une dérivée covariante sur [E est un opérateur
(X,s) — Vs, X € Vect(M) =T(TM), s e T'(E)

tel que
Vixs = fVxs, Vx(fs) =df @ s +fVxs

pour toute fonction lisse f € C*° (M, R).

» Localement, une section s est représentée par une fonction vectorielle
sy:UCM— Eet

(Vxs)u(x) = dysy.X(x) + To(X(x), sp(x)),

I, étant un opérateur bilinéaire de .M x E, — E,.
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DERIVEES MATERIELLES

Une dérivée matérielle permet de dériver les champs de tenseurs matériels.

Définition
Une dérivée matérielle est une dérivée covariante sur le fibré vectoriel

E=| |I(€,,T) — Emb(£,&).

Remarque
C’est donc un opérateur linéaire
d=
t— -t
P dt 4

qui satisfait la régle de Leibniz

dy .\ d;
0 = @Nt+f— (1),

pour toute fonction numérique f(z). | P
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A CHAQUE TRIVIALISATION, UNE DERIVEE COVARIANTE

Le fibré vectoriel E = [ |, T'(€2,, T) possede 2 trivialisations naturelles.

1. La premiere
U, :E — Emb(%,8&) x C°(A,T), t, — (p.t,op)
qui induit comme dérivée covariante la dérivée particulaire :
t:=0t+ V,t.
2. Laseconde (T (%) étant le fibré des tenseurs de type T sur %)
U, : E — Emb(4, &) x I'(T(A)), t, = (p,p"t,),

qui induit comme dérivée covariante la dérivée d’Oldroyd :

v
t:=0t+ Z,t.

31/46



Formalisme géométrique de la mécanique des milieux continus en 3D La variété des métriques Ri i Met(28) Objectivité et covariance générale en mécanique des
0000000000 00000000000 00000000@0000000000000
: :

DERIVEES MATERIELLES OBJECTIVES

Une dérivée matérielle d5/dt est objective si elle transforme les grandeurs
(sections) objectives en grandeurs (sections) objectives. Plus précisément :

Définition

1. elle est objective si

dzy o~ - >
Gy =7 (%) vretons.q),

2. elle est covariante générale si

Az - ~ (d ~ .
Z:p (pxty) =D * (d—’;tg) , Vg € Diff(&).
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EXEMPLE : LA DERIVEE PARTICULAIRE

Elle n’est pas objective.

> siu est la vitesse eulerienne associée a g x p = (g(¢) o p(¢)), alors

n=gu+w,  wi=0gog !,

> D’ou

Az
— (g*t) = a,(g*t) + V,;(g*t)

dt

=g. (Ot — ) + 84 (Vut + Vgeyt)
= g« (8tt+v t+Vg cwt — Lgewt)
(

# 8« (Ot + Vy ) g (dd};t>
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EXEMPLE : LA DERIVEE D’ OLDROYD
Elle est covariante générale.

> siu est la vitesse eulerienne associée 2 g xp = (p(7) o p(t)), alors

ﬁznp*u—i—w, W::(?tgog_l7
> D’ou

dgp

20 (5.) = D0t + Zalot)

= pu(Ot) — Lw(put) + gwu(ﬁa*t) + Lw(pat)

- dgt
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DERIVEES COVARIANTES SUR TMet( %)

» La trivialisation TMet(#) = Met(#) x I'(%, S*T* %) induit la
dérivée covariante canonique D’e := 9,¢ et toute dérivée covariante sur
TMet(Z) s’ écrit

Die = 0, +T4(0,€).

» La dérivée objective d’Oldroyd (sur les tenseurs covariants d’ordre 2)

est reliée a la dérivée covariante canonique par :

Théoreme

A chaque dérivée covariante sur TMet(A) correspond une dérivée objective
sur les champs de tenseurs covariants d’ordre 2 :
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DERIVEES COVARIANTES SUR T*Met( %)

» Cette définition s’étend aux champs de tenseurs distributions
(puissances virtuelles), par la regle de Leibniz

(D;/P)(e) =0,(H(e)) — P (Die) VP, Ve
» Lorsque & est une distribution a densité, c.a.d. lorsque
7@ = [ ©:om
B
on obtient

(D,P)(e) = /U@(a,e e—0:T.(v,e)

» Celle-ci n’a aucune raison, a priori, d’€tre une distribution a densité.
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DERIVEES OBJECTIVES DES 2-TENSEURS
CONTRAVARIANTS

» Si D; <2 est une distribution a densité, on écrira

D, (e) /@ (D6 : &) .

» On dit alors que la dérivée covariante D préserve les distributions a
densité.

> Sa densité D,0 est alors définie implicitement par la regle de Leibniz
l)t(; € ‘F’é? : l)te = é% (é? : E)

» Cela permet de définir une dérivée objective sur les champs de
2-tenseurs symétriques contravariants T

d;, T

ST p. (D).
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CAS DES DERIVEES COVARIANTES LOCALES

» Une dérivée covariante sur Met(%) est dite locale, si I" ne dépend que
du O-jet de ~, =, et €, autrement dit, si

Ly (v, €)(X) = Tox) ((X), e(X)).

» Dans ce cas, la dualité naturelle entre S>Tx % et S>T%.% permet de
définir I’adjoint de I’application linéaire

e(X) = Dyx) (7(X), (X)),

notée I'; (v, 0)(X), et définie implicitement par
I3, 0)(X) : e(X) = 0(X) : Ty (v, €)(X).-

» On a alors
D0 = 0,0 — ny('y,, 0).
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EXEMPLE : LA DERIVEE DE ZAREMBA—JAUMANN

ROUGEE 1997

Elle s’écrit (T = o /p est le tenseur de Kirchhoff) :

FotoSroTW. W= (V)= L (Va (Va)).

Elle correspond a la dérivée covariante sur Met(%) :

1, _
Die =8 — 5 (v e+ ey ).

qui est la dérivée covariante riemannienne de la métrique G* et dont la
courbure s’écrit

1
R(Vsa’yt)s = Z’Y [[’7_1’7177_175] 77_15] )

[a,b] = ab — ba désignant le commutateur de deux tenseurs mixtes.
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FORMULATION D’UNE RECIPROQUE

La formulation d’une réciproque est difficile dans le cadre général. Elle
s’avere toutefois possible dans un cadre local défini comme suit.

» On rappelle la trivialisation du fibré vectoriel E des champs de tenseurs
matériels covariants d’ordre 2

U, :E — Emb(%, &) x ['(S’T*B), ks (p,e =p*k),
» Toute dérivée covariante sur [E s’écrit donc
D[E = a[E + Pp(p,,s).

» Une dérivée covariante sur E est dite locale si I' dépend seulement des
1-jets de p et de p; et du O-jet de €, autrement dit, si

Ly(pr€)(X) = T px)) (V(X),Fi(X)), e(X)) .
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UN LEMME SUR LES DERIVEES MATERIELLES LOCALES

Lemme

Soit D une dérivée covariante locale sur E.
1. Si D est covariante générale, alors, I' = 0.

2. 8i D est objective, alors
Ly (pi,€)(X) = Teex) (FF')(X),e(X)),
et pour toute rotation Q € SO(3), on a

Torx) (QFF)(X)07 ', e(X)) = Tp) (FF ') (X),e(X)).

4

Corollaire

La dérivée objective d’Oldroyd est I'unique dérivée objective locale qui soit
covariante générale.
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UN THEOREME RECIPROQUE

Théoreme
Soit Lk
# =k+ Fp(ptvk),

une dérivée objective locale sur les champs de tenseurs K, covariants
symétriques d’ordre 2.

» [l existe une dérivée covariante D sur TMet(9B), telle que
dsk

T = b (D).

» Celle-ci induit sur T*Met(%) une dérivée covariante qui préserve les
distributions a densité et définit donc une dérivée objective sur les
champs de tenseurs T, symétriques contravariants d’ordre 2.
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LLES DERIVEES OBJECTIVES DE MARSDEN ET HUGHES

> Ils affirment dans leur livre de 1983 que toutes les dérivées objectives
des champs de tenseurs d’ordre 2 correspondent a des dérivées de Lie
(en jouant sur les indices de ces tenseurs)

» Plus précisément, ils formulent ainsi quatre dérivées objectives

dit

% =0T+ Ly =17~ (Vu)T — 7(Vu)*,

déT 1 1 1 .o =
g =0T+ 5 {gu(TQ)q_ +q .,Zu(q’r)} =T —WT —TW,
5%27' 1 1 .

e T +q7 Zulqrq)q~ =7+ (Vu)T + 7((Vu)")*,

dir dl

% = pd—[; <;> =7 — (Vu)r — 7(Vu)* + (divu)T,

et affirment que toutes les autres en sont des combinaisons linéaires.
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TOUTES LES DERIVEES OBJECTIVES NE SONT DES
DERIVEES DE LIE

» Ces dérivées objectives correspondent aux derivées covariantes
suivantes sur TMet(9%) :

1
D,e = Oe,

1 _ _
thezats—i('y,"/ 'e ey ]"/t)a

D?E =0 — (’Yt’Y_ls + E'Y_I’Yt) )
1 _
Dle = e — 5 tr(y'y)e.

» Une dérivée covariante D,e = e + I'y (7, €) sur TMet(Z4) est une
combinaison linéaire de Dtls, the, D?E, D;‘s, ssi il existe «, S tels que

Ty(ye) = a (v 'e+ey 'v) + Btr(y 'n)e.

» Cette famille correspond en fait a celle formulée par Hill (1978).
» Ni la dérivée de Green-Naghdi (1965), ni celle de Fiala (2004) ne
s’écrivent ainsi.
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CONCLUSION

» Développement du cadre géométrique proposé : intérét de formuler la
Meécanique des Milieux Continus directement sur le body.

» La variété des métriques riemanniennes joue un role fondamental dans
la formulation des lois de comportement. Elle facilite le passage avec le
4D et fait le lien avec la Relativité Générale.

» Toutes les dérivées objectives de la littérature (Oldroyd, Truesdell,
Jaumann, Green-Naghdi, Fiala, ...) correspondent a des dérivées
covariantes sur la variété des métriques riemanniennes.
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